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Estimada persona estudiante concursante:

La Comisién de la Olimpiada Costarricense de Matematicas
2025 le saluda y le da la méas cordial bienvenida a la IT Eli-
minatoria Nacional de estas justas académicas, le deseamos
los mayores éxitos.

La prueba consta de dos partes: una primera parte de 12 pre-
guntas de seleccién tnica, ponderadas con dos puntos cada
respuesta correcta, y una segunda parte con dos preguntas
de desarrollo, con un valor de siete puntos cada solucién co-
rrecta.

Puede consultar la lista de estudian-
tes clagificados en la siguiente direc-
cion electroénica:

www.olcoma.ac.cr

INDICACIONES GENERALES

e Debe trabajar en forma individual.

e Las respuestas a las preguntas que se le formulan, deben ser consignadas UNICAMENTE en las
hojas de respuestas que se le han entregado.

e Los dibujos que aparecen en la prueba no necesariamente estidn hechos a escala.

e El formulario de preguntas es suyo, por lo que puede realizar en él todas las anotaciones, calculos o
dibujos que le sean necesarios para resolver satisfactoriamente la prueba.

e No se permite el uso de hojas adicionales.

e Los tnicos instrumentos cuyo uso se permite son los necesarios para escribir y dibujar. Se prohibe
el uso de libros, libretas de notas, tablas y calculadora.

e FEl examen tiene una duraciéon maxima de tres horas.

e FEscriba claramente los datos que se le solicitan en la hoja de respuestas.

SIMBOLOGIA
AB segmento de extremos A yB /ZABC = /DFEF  congruencia de angulos
AB medida de AB AABC = ADEF  congruencia de tridngulos
ﬁ rayo de extremo A y que contiene a B ABC < DEF correspondencia de puntos
f@ recta que contiene los puntos Ay B ANABC ~ ADEF semejanza de tridngulos
LABC angulo de rayos B—1>4 y B? AB=CD congruencia de segmentos
m/ABC medida de ZABC AB arco de extremos Ay B
AABC  triangulo de vértices A, B, C mAB medida de AB
OABCD  cuadrilatero de vértices A, B, C, D (ABC) area de AABC
I paralelismo (ABCD) area de JABCD
L perpendicularidad P-Q—-R P, @, R puntos colineales,

con @ entre Py R.
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I Parte: Selecciéon tnica. Valor: 24 puntos, 2 puntos cada pregunta

Las respuestas a estas preguntas deben registrarse en la hoja de respuestas de seleccién tinica que se
le ha entregado.

1. Un grupo de estudiantes intenta adivinar la combinacién que abre el candado del casillero de uno
de ellos. La combinacién del candado esta formada por tres cifras. El duefio del casillero brinda
las siguientes pistas:

©)
®
@
®
®

Un ntmero es correcto, pero estd mal ubicado.
Ningin niimero es correcto.
Un ndimero es incorrecto.

Un ntimero es correcto, pero estd mal ubicado.

CICICICIC
SICICICIC

Un ntumero es correcto, pero estd mal ubicado.

Entonces se puede concluir que

a) la combinacion correcta es 4 - 6 - 1.

(a)
(b)
()

)

(d) no es posible hallar la combinacién correcta.

la combinacién correcta es 7 - 8 - 1.

la combinacién correcta es 1 - 8 - 7.

Opcion correcta: (b).

Solucién: Con la segunda pista, se descartan los nimeros 5, 3 y 0. En la primera pista se descarta el
4 pues, si fuera correcto, contradice la tiltima pista. Es decir, el 8 tiene que estar en la. combinacién
correcta. Luego, de la tercera pista quedan el 1 y el 7, por lo que queda determinar el orden de
la combinacién. De la primera pista y la cuarta, se deduce que el 8 debe estar en la segunda
posicién y de la ultima se concluye que la combinacién correcta es 7 - 8 - 1.
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2. Considere el polinomio P(x) = —ax? + 3z + 5c. Se sabe que una soluciéon de P(z) = 0 es z = —5
y que los nimeros a y ¢ son ndmeros primos. Entonces, el resultado de 3¢+ a es

o

a) 41

(a)
(b)
)
)

[
[S)

(c) 13

(d) No se puede determinar

—_

Opcidn correcta: (a).

Solucién: Como —5 es una solucion entonces se tiene que —25a — 15+ 5¢ = 0 o equivalentemente
¢ —5a = 3. Como a y ¢ son primos entonces a = 2 pues el resultado debe ser impar. De donde
se obtiene que ¢ = 13. Luego, 3c + a = 41.
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3. En una caja se quiere colocar N bolas negras y B = N + n bolas blancas con n > 5. Si se quiere

que la probabilidad de sacar una bola negra al azar sea 3 entonces con certeza se tiene que

(a) N:n—5
(b) B:n;S
1
(c) T n-5
(d) N:n+5

Opcién correcta: (a).
Solucion: La cantidad de bolas dentro de la caja es 2N + n. Entonces se quiere

N 1
OIN+1 n-3"

De donde se tiene despejando a N que
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4. La cantidad de ntimeros naturales de tres digitos tales que el producto de sus digitos es 24 y la
suma de los cuadrados de sus digitos es un ndmero primo corresponde a

(a
(b
(c
(d

2
6

—_

2

)
)
)
) 27

\V)

Opcidn correcta: (c).

Solucion: Note que si factorizamos el nimero 24 =2-2-2-3-1 tenemos los siguientes casos para
los posibles digitos de forma tal que su producto sea 24, estos son: 1 —-3—-8,1—-4—-6,2—-2—-6
y2—3—4.

Ahora bien, al calcular las sumas de los cuadrados en cada caso se obtiene 12 + 3% + 82 = 74,
12442462 =53 ,2242246% = 44 y 22 + 3%+ 42 = 29, donde se obtiene que 53 y 29 son primos.
Tenemos dos grupos de digitos que funcionan: 146, 164, 416, 461, 614, 641, y 234, 243, 324, 342,
423, 432, en total hay 12 ntimeros que cumplen la condicion.
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5. Si a,by c son nimeros reales tales que 9b% + 5a 4+ 9 = 6a — 12ab, entonces el valor de a + b+ ab
corresponde a,

(a) —2
(b) —5
(c) 3
(d) 7

Opcion correcta: (b).

Solucion: Note que la expresion 9% + 5a? + 9 = 6a — 12ab es equivalente a:
9v2 + 12ab + 5a% — 6a + 9 = 0 y se puede acomodar:

962 + 12ab + 4a® + a*> —6a+9 =0

(3b 4+ 2a)? + (a — 3)2 = 0 de donde se deduce que a —3 =0y 3b+ 2a = 0.
Por lo tanto a =3 y 3b 4+ 6 = 0 con lo que b = —2.

Finalmente a +b+ab=3-2+3--2=-5
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a
6. Sean a,b, ¢, k nameros reales positivos tales que se cumple que =ky P k + 1. Para
c —_—

b+c
que se cumpla que a < ¢, entonces con certeza debe darse que

(a) k? <
(b) k2 >
(c) k% >

(d) k% <

N~ N W~ DN W

Opcién correcta: (d).

T k se tiene que a = kb + kc. Sustituyendo en a b= k + 1 se obtiene que
c c—

Solucién: De
c=0b(2k+1).

Luego, dado que a = kb+ kc y % =k + 1, se tiene que a = 2kb(k + 1).
Luego, para que a < c se tiene que cumplir que

1
2kb(k+1)<b(2k+1):>2k2<1:>k2<5.
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7. En la siguiente figura, el AABC es rectiangulo en A y BC || DE. Si se sabe que DB = 8 cm,
EC =6 cm vy el area sombreada es de 48 cm?, jcuanto mide la hipotenusa del AABC?

B
8 cm
D
48 cm?
A E 0 cm C
(a) 10 cm
(b) 12 cm
(¢) 15 cm
(d) 16 cm

Opcion correcta: (c)

Solucién: Como BC || DE, se tiene que ZDEA = /BCA, pues son angulos correspondientes
entre paralelas. Con esto se concluye que AABC ~ AADE.

Sea AD =m, AE =n y BC = x. Por la semejanza de los tridngulos se tiene que

n m
=M™ 4p=3
nt6 m+8 = em

Ademas, (AABC) — (AADE) = 48, entonces

(n+6)(m+8) mn
22
(n+6)(m+8 —mn = 96

= 48

mn+8n+6m-+48 —mn = 96
& +6m = 48
6m+6m = 48

12m = 48
m = 4
De modo que n = 3 y con esto se tiene que los catetos del AABC miden 9 cm y 12 c¢m

respectivamente. Luego, por el Teorema de Pitdgoras se tiene que
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22=92+122 = z=15.

Por lo tanto, la hipotenusa del AABC mide 15 cm.

10
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8. Suponga que a y b son digitos. Entonces la cantidad de numeros de cinco cifras, de la forma
2a4b2 y que son multiplos de 9 corresponde a

(a) 8
(b) 9
(c¢) 10
(d) 11

Opcion correcta: (d).

Solucion: Como 2a4b2 es un miltiplo de 9, la suma de sus digitos debe ser un miltiplo de 9, por
lo que se tiene que:

24+a+4+b+2=9 cona,be0,1,2,3,...,9
8+a+b=9 cona,be0,1,2,3,...,9

Lo que nos lleva a los siguientes casos:
Caso l:a+b=1

Las opciones son solodosa=1,0=00a=0,b=1

= 240444142 =09, el nimero serfa 20412
= 241444042 =09, el nimero serfa 21402

Caso 2: a+b=10
Las opcionessona=9,b=1,a=1,0=9,a=8b=2,a=2,b=8,a=7,b=3,a=3,b=7,
a=4,b=6,a=6,b=4,a=5b=5

= 24+ 94441+ 2 =18, el ndmero serfa 29412
24+1+4+9+ 2 =18, el numero seria 21492
2+ 8+4+2+ 2 =18, el numero seria 28422
2+ 2+4+4+ 8+ 2 =18, el numero seria 22482
24+ T7+4+ 3+ 2 =18, el numero seria 27432
24+3+4+ 742 =18, el nimero seria 23472
24+4+4+4+6+ 2 =18, el numero seria 24462
24+6+4+4+ 2 =18, el namero seria 26442
2454445+ 2 =18, el namero seria 25452

11
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9. El ntimero M es el producto de todos los ntimeros enteros desde 1 hasta 2025, es decir, M =
1Xx2x3x4x5x---x2024 x 2025. ;Cudl es el exponente de 11 al factorizar M completamente
en sus factores primos, es decir, su descomposicién canénica?

Opcidn correcta: (d).

Solucién: Primero notemos que la parte entera de 2025 =11 es 184, por lo cual hay 184 multiplos
de 11 que son menores que 2025, todos ellos son los factores de M que generarian los factores de
11 de la factorizacién prima de M.

Sin embargo, algunos ntiimeros no solamente tienen un factor de 11, sino que pueden tener dos o
tres factores de 11, es decir, ser potencias de 11 cuyo exponente es mayor que 1.

La cantidad de multiplos de 112 = 121 que hay en 2025 es la parte entera de 2025+ 121, es decir;
de los 184 multiplos de 11 hay 16 multiplos de 112.

La cantidad de multiplos de 113 = 1331 que hay en 2025 es la parte entera de 2025 + 1331, es
decir; de los 184 multiplos de 11 hay 1 multiplo de 113,

Entonces en M aparece el 11 como factor 184 veces, de estas, 112 aparece como factor 16 veces
y 113 aparece como factor una vez.

Por tltimo, observe que 11* = 14641 > 2025, por lo que ningtin término es divisible por 114,

Entonces el exponente del primo 11 en dicha factorizaciéon es 184-+16+1=201.

12
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10. Considere la siguiente figura:

B

D G

Se sabe que AE || DH, BD || EG, y los segmentos AB, DE y GH son paralelos. Ademas
1
CE = DF, —C =3 DE = 3HG. Si el area del AABC = 6 cmm?, entonces el area del AFGH

es: CE
(a) g cm?

(b) 4 cm?

(c) 8 cm?

(d) 24 cm?

Opcidn correcta: (a).

Solucién: Considere la siguiente figura:

Sean: hi la altura del tridangulo ABC desde C, hs la altura del tridngulo CED desde C, hg la

altura del tridngulo DEF desde F y hy la altura del tridangulo FHG desde F.

Por los paralelismos descritos en la figura se tiene que AABC ~ AEDC (criterio AA), AEDC =

ADEF (criterio ALA), ADEF ~ AHGF (criterio AA).

Las alturas de los trangulos semejantes tambien tiene las mimas propociones que los lados de los
AC 1 AB  hy 1

triangulos, entonces como CE =3 — DE = h: =3 — DE =2AB y ho = 2h;.

13
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AB - h DFE - h
Asf como el drea del AABC = 6 ¢cm? — L — 6 entonces el area del ADEC = 5 2 _
2AB - 2h AB - h

5 Loy 5 L= 4.6=24cm?

Como AEDC = ADEF entonces ambos tiene la misma area de 24 cm?

1 1
Como ADEF ~ AHGF y DE = 3HG entonces HG = gDE y hy = ghg.

1 1

—DE - =h
HG - hy 3 3% 1DE-hy 1 24 8
El 1 A = = = — = —(DEF)= — = —
area del AFGH 2 5 9 5 9( ) 9 3

14
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11. En la siguiente figura se tiene un cuadrado ABC D,y K, L, M, N son puntos sobre sus lados tales
que

AK =BL=CM = DN =11 y AN =BK =CL =DM = 13.

D M C
N

L
A K B

En el interior del cuadrado ABCD hay cuatro circunferencias congruentes. Cada una de las
circunferencias es tangente a un lado del cuadrado ABCD, en los puntos K, L, M y N respec-
tivamente, y tangente a dos de las otras circunferencias, como se muestra en la figura (no hecha
a escala).

. Cudl es la longitud de los radios de las circunferencias?
Nota: Tangencia hace referencia a que se intersecan en un Unico punto.

(a
(b
(c
(d

—_— N N
N O Ot =~

Opcioén correcta: (b).

Solucién: Sean O y P los centros de los circulos tangentes en K y N, respectivamente.

Sean R y S puntos tales que AKOS y ARPN sean rectangulos, como en la figura, y sea @ la
intersecciéon de PRy OS.

A R K
Si r es el radio de los circulos, entonces se cumple que OP = 2r,

0Q=AK —AR=AK ~NP=11—r, PQ=AN—AS=AN - KO =13 —r.

15
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Ademis, el teorema de Pitagoras implica que (11 — 7)% + (13 — r)? = (2r)2. Simplificando la
ecuacién anterior obtenemos que

r? 4+ 24r —145 =0 = (r — 5)(r +29) = 0.

Por lo tanto, el radio es igual a 5.

16
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12. Tres hermanas, Ana, Beatriz y Carla, quieren hacer un adorno para su madre, con 196 perlas de
tres tipos diferentes: blancas, azules y rojas. Los precios de cada perla son mil, dos mil y cuatro
mil colones respectivamente.

Para la construccién del adorno se tomaron las siguientes consideraciones:

a) Cada hermana aporté la misma cantidad de dinero.

b) Para las perlas blancas: Carla compré la mitad de las que compré Ana, y Beatriz la mitad
de las que compré Carla.

c) Ana compré mas perlas blancas, Beatriz mas perlas azules y Carla més perlas rojas, pero
todas pagaron el mismo monto por las perlas en la que tuvieron la mayor cantidad.

d) La cantidad de perlas azules de Ana es el doble de la cantidad de perlas rojas de Beatriz.

e) El costo total de todas las perlas de cada color sera el mismo.

Segin la informacién anterior podemos afirmar con certeza que las hermanas que compraron la
misma cantidad de perlas son

(a) Ana y Beatriz.

(b) Ana y Carla.

()
)

(d) Ana, Beatriz y Carla.

Beatriz y Carla.

Respuesta correcta: Opcion (c).

Solucién: Vamos a resumir la informacién en una tabla, usando algunas variables para mayor
comprension:

1. Sean b,a,r a la cantidad de perlas blancas, azules y rojas. Por el inciso e) b = 2a = 4r pero
como el total de perlas es 196 se tiene que b+ a +r = 196 con lo cual 4r + 2r +r = 196
y resolviendo la ecuacién se tiene que r = 28, a = 2r = 56 y b = 4r = 112. Ademas,
112 x 14 52 x 2 4 28 x 4 = 336 corresponde al costo total.

2. Como cada hermana aporté la misma cantidad de dinero, entonces aportaron 336+-3 = 112.
3. Si x es las perlas blancas de Ana, segtin el inciso b) Carla compr6 5 y Beatriz .

4. Como z es las perlas blancas de Ana, y si llamamos y a las perlas azules de Beatriz y z las
perlas rojas de Carla por el inciso ¢) se tiene que z = 2y = 4z.

5. Si llamamos w a las perlas rojas de Beatriz entonces las perlas azules de Ana es 2w, por el

inciso d).
Hermanas | Blancas(b) 1 | Azules(a) 2 | Rojas(r) 4 | Cantidad | Costo
Ana x 2w 112
Beatriz T Y w 112
Carla 5 z 112
Total 112 96 28 196 336

x
6. Como ya sabemos que hay 112 perlas blancas entonces x + 5 + 1= 112 y resolviendo esta

ecuacion se tiene que 4x + x + 2x = 448 por lo tanto z = 64. Ahora por el punto 4 se tiene
quey =32y z=16.

17
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7. Como ya sabemos que z = 64, y = 32 podemos saber cuando vale w, ya que para Beatriz
x
1 + 2y + 4w = 112, lo cual es equivalente a 16 + 2 x 32 4 4w = 112 y por tanto w = 8. En
este momento la informacién obtenida es:

Hermanas | Blancas(b) 1 | Azules(a) 2 | Rojas(r) 4 | Cantidad | Costo
Ana Tz =064 2w =16 112
Beatriz 7 =16 y = 32 w =38 112
Carla 5 =32 z=16 112
Total 112 56 28 196 336

Pero el resto de la informacién la podemos completar suman y restan, primero las columnas
y luego las filas.

Hermanas | Blancas(b) 1 | Azules(a) 2 | Rojas(r) 4 | Cantidad | Costo
Ana Tz =064 2w =16 4 84 112
Beatriz 7 =16 y =32 w=3, 56 112
Carla 5 =32 8 z=16 56 112
Total 112 56 28 196 336

Por lo tanto se concluye que Beatriz y Carla compraron la misma cantidad de perlas.

18
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IT Parte: Desarrollo. Valor: 14 puntos, 7 puntos cada pregunta

Los siguientes ejercicios deben ser resueltos en las hojas de respuestas para preguntas de desarrollo que
se le entregaron. Conteste en forma ordenada, completa y clara. Se califica procedimientos y respuesta.

1. Al dividir un namero por 4,6 y 7, se obtienen de residuos 71, ro y 73, respectivamente. Si se sabe
que r1 + r2 + r3 = 13, determine el valor de 7.

Solucién: Dado que

= 71 es el residuo de dividir al namero por 4, entonces r; € {0,1,2,3}.
= 75 es el residuo de dividir al numero por 6, entonces ro € {0,1,2,3,4,5}.

= 13 es el residuo de dividir al namero por 7, entonces r3 € {0,1,2,3,4,5,6}.

Note que 0 < r9 4+ r3 < 11, y como ry + r2 + r3 = 13 entonces:

ro+1r3 =13 -1

13—T1§11
13-11<nm
2§7’1

Por lo tanto, r; € {2,3}. A continuacion se analizan dichos escenarios:

m Sir; = 2 se debe cumplir que 73 + r3 = 11. En este caso se debe dar que o =5y r3g = 6.
Esto no es posible, pues (aca caben varias explicaciones):
e Como r; = 2 el namero original es par, por lo cual, al dividirse por 6 se deberia tener
un residuo par, por lo tanto ro # 5.
e Si ro = 5 se cumplirfa que para algn k € ZT y j € ZT se cumple:

4k +2 =67 +5
4k =65 +3
4k = 3(2j + 1)

Lo cual no es posible.
= Si r; = 3 se debe cumplir que 2 + r3 = 10. En este caso se tienen dos opciones:

e 79 = 4y rg =6.Se descarta por un razonamiento similar al explicado en el caso anterior.
e 79 =5y rg =>5. Se acepta pues cumple con las condiciones planteadas.

Por ejemplo, 47 cumple las condiciones del problema.

19
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2. En un pafs, existe un barrio muy particular lamado El Barrio Tico. Las casas de este barrio estan
ubicadas formando una circunferencia. Ademas, en el Barrio Tico hay exactamente 142 casas.

Para celebrar el 15 de septiembre, todos los vecinos decidieron pintar todas las casas de blanco,
mientras que la puerta principal de cada casa debe ser pintada de color rojo o azul, de tal manera
que al final se tengan exactamente la misma cantidad de casas con puertas rojas que con puertas
azules.

Don Incémodo, un vecino muy particular, exige que ninguna de las casas tenga dos vecinos
contiguos con puertas azules, es decir, que si se escoge una casa cualquiera, las dos casas que
estan inmediatamente a la izquierda y a la derecha de la casa escogida no tengan ambas la puerta
principal azul.

Por otro lado, Dona Losabia dice que, aunque a Don Incémodo le parezca incomodo, seguro que
alguien en el barrio tendra que tener un par de vecinos contiguos con puertas azules.

Justifique por qué Dona Losabia tiene razon.
Solucién: Considere las 142 casas en el Barrio Tico, ubicadas circularmente. Suponga que se han

pintado exactamente 71 puertas de color azul y 71 puertas de color rojo, tal y como lo establece
la condicién.

- - ’777
R o
i1, .

i ® O 1
i+1 149
. e
.

Vamos a decir que una casa es vecina de otra, o que son vecinas, si estdn exactamente a la par,
una de la otra. Supongamos que ninguna casa tiene dos vecinos contiguos con puertas azules.

Entonces, si escogemos cualquier casa, digamos la casa i, no ocurre que sus dos casas vecinas
i—1 ni i+1 tienen puertas azules. Es decir, toda casa tiene a lo sumo una casa vecina con
puerta azul.

Supongamos primero que no existen dos casas vecinas con puertas azules. En este caso, necesa-
riamente todas las casas alternan el color de la puerta. Pero en esta configuracién cualquier casa
que tenga la puerta roja debe tener sus dos casas vecinas con puertas azules, cumpliendo lo que
afirma Dona Losabia.

Estudiemos ahora el caso de dos casas vecinas con puerta azul. Sin pérdida de generalidad,
suponga que estas casas estan en la posicién 1 y 2. En este caso, las siguientes dos casas a la
izquierda y a la derecha, esto es las casas 3, 4, 142 y 141 deben tener puerta principal de color
rojo; pues en caso contrario, vuelve a ocurrir que una casa tiene dos vecinos con puertas de color
azul. Esto se ilustra con las casas 1,2,3 y 4, el caso con las casas 141, 142, 1 y 2 es igual.

20
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SN IS
s s s D
o | | S| w
SN R=vii=vii

Como se puede observar, el tinico caso que cumple lo que pide Don Incémodo es el primero. Al
continuar con este proceso, ya se han contado dos casas con puerta azul, y cuatro puertas con
puerta roja, por lo que nos han quedado 71—4 = 67 casas que deben tener puertas de color rojo,
y 71—2 = 69 casas con puertas de color azul, y un total de 142—6 = 136. Como 69 es impar
entonces no se puede seguir con la estrategia de alternar colores cada dos posiciones, pues en el
altimo caso necesariamente llegariamos a tener una casa con puerta azul y otra con puerta roja,
e independientemente de cémo se coloque, siempre se llegard a la combinacién que dijimos que
no se iba a tener. Esto descarta la configuracion de alternar dos casas con puerta roja y dos casas
con puerta azul.

Por otro lado, no pueden ser mas de dos con puerta color rojo, pues no se quiere acumular azules,
ya que en algin momento se tendrdn que acomodar juntas al menos tres.

Por lo tanto, queda claro que no se puede tener dos casas vecinas con puertas de color azul. La
Ginica manera que esto pase es que haya una alternancia entre roja y azul. Sin embargo, al estar
ubicadas de manera circular, esto altimo genera una combinacién que supusimos que no pasaba
para todas las casas con puertas de color rojo.

Entonces se concluye que nuestra suposiciéon es falsa. Dando correcto lo que dijo Doria Losabia.
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