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Estimada persona estudiante concursante:

La Comisién de la Olimpiada Costarricense de Matematicas
2025 le saluda y le da la méas cordial bienvenida a la IT Eli-
minatoria Nacional de estas justas académicas, le deseamos
los mayores éxitos.

La prueba consta de dos partes: una primera parte de 12 pre-
guntas de seleccién tnica, ponderadas con dos puntos cada
respuesta correcta, y una segunda parte con dos preguntas
de desarrollo, con un valor de siete puntos cada solucién co-
rrecta.

Puede consultar la lista de estudian-
tes clagificados en la siguiente direc-
cion electroénica:

www.olcoma.ac.cr

INDICACIONES GENERALES

e Debe trabajar en forma individual.

e Las respuestas a las preguntas que se le formulan, deben ser consignadas UNICAMENTE en las
hojas de respuestas que se le han entregado.

e Los dibujos que aparecen en la prueba no necesariamente estidn hechos a escala.

e El formulario de preguntas es suyo, por lo que puede realizar en él todas las anotaciones, calculos o
dibujos que le sean necesarios para resolver satisfactoriamente la prueba.

e No se permite el uso de hojas adicionales.

e Los tnicos instrumentos cuyo uso se permite son los necesarios para escribir y dibujar. Se prohibe
el uso de libros, libretas de notas, tablas y calculadora.

e FEl examen tiene una duraciéon maxima de tres horas.

e FEscriba claramente los datos que se le solicitan en la hoja de respuestas.

SIMBOLOGIA
AB segmento de extremos A yB /ZABC = /DFEF  congruencia de angulos
AB medida de AB AABC = ADEF  congruencia de tridngulos
ﬁ rayo de extremo A y que contiene a B ABC < DEF correspondencia de puntos
f@ recta que contiene los puntos Ay B ANABC ~ ADEF semejanza de tridngulos
LABC angulo de rayos B—1>4 y B? AB=CD congruencia de segmentos
m/ABC medida de ZABC AB arco de extremos Ay B
AABC  triangulo de vértices A, B, C mAB medida de AB
OABCD  cuadrilatero de vértices A, B, C, D (ABC) area de AABC
I paralelismo (ABCD) area de JABCD
L perpendicularidad P-Q—-R P, @, R puntos colineales,

con @ entre Py R.
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I Parte: Selecciéon tnica. Valor: 24 puntos, 2 puntos cada pregunta

Las respuestas a estas preguntas deben registrarse en la hoja de respuestas de seleccién tinica que se
le ha entregado.

1. La cantidad de pares ordenados de enteros positivos (a,b) que satisfacen las desigualdades

a—3b<2 y 5+4b—0b*>0,
es igual a

(a)
(b)
()

)

(d) infinita

37
38
39

Opcion correcta: (b).
Solucién: Empezamos notando la factorizaciéon

54+4b—b% = (14 b)(5 — D).

Como b es un entero positivo, entonces 1 4+ b > 0, por lo que la desigualdad 5 4 4b — b? > 0 se
cumple si y solo si 5 —b > 0. Dado que b es un entero positivo, entonces lo anterior es equivalente
aque be{l,2,3,4}.

Combinando el hecho que a es un entero positivo junto con la desigualdad a — 3b < 2, obtenemos
que 1 < a < 3b+ 2. Para b = 1 hay 5 soluciones para a, para b = 2 hay 8 soluciones para a,
para b = 3 hay 11 soluciones para a, para b = 4 hay 14 soluciones. Por lo tanto, la cantidad de
soluciones es 5 + 8 + 11 + 14 = 38.
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2. Una urna contiene tres bolas etiquetadas con los nimeros 1, 2 y 3. Paula y Maria juegan de
acuerdo con las siguientes reglas. En cada turno, la jugadora toma una bola, anota el ntmero
y devuelve la bola a la urna. Cada una de ellas juega dos turnos y suma sus dos resultados
anotados. Gana la persona cuya suma sea mayor. ;Cudl es la probabilidad de que gane Maria?

19
81
27
81
31
81
62
81

Opcidn correcta: (c).

Solucién: Sea m la probabilidad de que gane Maria, p la probabilidad de que gane Paula y e
la probabilidad de que empaten, de forma que m + p + e = 1. Por simetria de las opciones,
Paula y Maria tienen las mismas opciones de ganar, es decir, m = p. De esta manera la igualdad
1—e

5

m + p+ e =1 se convierte en 2m + e = 1, y con esto deducimos que m =

Por lo anterior, es suficiente determinar la probabilidad de empatar. Empezamos contando el
total de casos: cada uno de los 4 ntimeros puede ocurrir de 3 maneras, por lo que el total es
3-3-3-3=81. Ahora vamos a analizar los casos de empate.

» Si la suma da 2, entonces cada jugadora tuvo que haber obtenido (1,1). Por lo tanto, solo
hay 1 caso.

» Si la suma da 3, entonces cada jugadora pudo haber obtenido (1,2) o (2,1). Por lo tanto,
hay 2 -2 = 4 posibles casos.

= Si la suma da 4, entonces cada jugadora pudo haber obtenido (1,3),(2,2),(3,1). Por lo
tanto, hay 3 -3 =9 posibles casos.

» Si la suma da 5, entonces cada jugadora pudo haber obtenido (2,3) o (3,2). Por lo tanto,
hay 2 -2 = 4 posibles casos.

» Si la suma da 6, entonces cada jugadora tuvo que haber obtenido (3,3). Por lo tanto, solo
hay 1 caso.

19
Esto nos dice que hay 1 +4 + 9+ 4 4+ 1 = 19 posibles casos en que empatan, y asf e = 3 Con

esto deducimos que

1— 1 62 31

2 2.-81 81
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3. Considere el triangulo AABC. Sean D y E puntos en AC v AB, respectivamente, tales que BD
y C'E son las bisectrices de los d4ngulos ZABC y ZACB. Sea I la intersecciéon de BD y CE.

Suponga que A, E, I, D estan sobre una misma circunferencia.

Opciodn correcta: (b).
Solucién: Sea = mZABD. Como BD y CE son bisectrices, entonces obtenemos que

m/ACB = 50°, m/IBC =83, m/ABC = 28.

Por lo tanto, por suma de angulos internos en AABC encontramos que

m/BAC = 180° — 50° — 28 = 130° — 233.

De la misma manera, por suma de angulos internos en ABCT deducimos que

mZBIC = 180° — 25° — = 155° — 3,

y por angulos opuestos obtenemos que mZDIE = m/BIC = 155° — 5.

Finalmente, como A, E,I, D estian sobre una misma circunferencia entonces se cumple que
mZDAE +m/DIE = 180°, con lo cual concluimos que

(130° — 28) + (155° — ) = 180° = 38 = 105° — 3 = 35°.
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4. Sea P(x) un polinomio cuadratico tal que P(x? +4) = x* + 522. La suma de las soluciones de la
ecuacion P(z) = 0 es igual a

(a) =5
(b) -3
(c) 3
(d) 5
Opcién correcta: (c).

Solucién 1: Sea y = 22 + 4, de forma que 22 = y — 4. Asi obtenemos que

P(y) =2t +52% = 2%(2* +5) = (y —4)(y + 1).

Por lo tanto, las soluciones de la ecuacion P(x) = 0son o =4 y x = —1, con lo cual concluimos
que su suma es 3.

Solucion 2: Si escribimos P(z) = apa™ + - -+ + a1x + ag, entonces el término principal de

P(a® +4) = an(z> +4)" + - + a1 (z” +4) + ag

es apx®®. Como P(x? +4) = 2* + 522, entonces debemos tener que n = 2 y a,, = 1, es decir,
P(z) = 2® + bz +c.

Reemplazando z = 0 y « = 1 en la igualdad P(2? 4+ 4) = z* + 522, deducimos que P(4) =0y
P(5) = 6. Usando que P(x) = 2% + bx + ¢, lo anterior nos da el sistema de ecuaciones

164+4b+c=0, 2545b+c=6=—4b+c=—-16, bb+c=—19.
Restando estas ecuaciones obtenemos que
b= (Bb+c)— (4b+c) =—-19 — (—16) = —3.
Reemplazando en la primera ecuacién concluimos que ¢ = —16 — 4b = —16 4+ 12 = —4. Con esto
deducimos que
Pz)=a2* -3z —4=(z+1)(z — 4),

y por lo tanto las raices de P(x) = 0 son z = —1, x = 4, las cuales suman 3.
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5. Una sucesién de ntimeros enteros aj, as, as, aq, ... cumple las siguientes tres propiedades:

n Es creciente: a1 < ao < ag < ag < ---.
= Las diferencias consecutivas son iguales: as —a; =ag — a2 =aq4 —az = ---.
» Los nameros 37, 800 y 2025 pertenecen a la sucesion (no necesariamente son términos

consecutivos), y el nimero 5202 no pertenece a la sucesion.

De los siguientes enteros, ;cudl no pertenece a la sucesién?

(a) 100
(b) 128
(¢) 1000
(d) 1024

Opcioén correcta: (c).

Solucion: Sea d € N la diferencia consecutiva. De esta manera, los términos mayores a 37 se
pueden escribir como

374+d, 37+2d, 37+3d, 37+4d,

Esto implica que existen enteros positivos m y n tales que 800 = 37+ dm y 2025 = 37+ dn. Con
esto, deducimos que

dm =800 — 37 =763 = 7-109, dn = 2025 — 37 = 1988 = 2994 = 22.497 = 22. 7. 71.

Esto nos dice que d es un divisor comtin de 7-109 y 2% -7 - 71, con lo cual obtenemos que d es
1 o 7. Sin embargo, observamos que d # 1 porque 5202 no es un término de la sucesion. Por lo
tanto debemos tener que d = 7.

Con lo anterior obtenemos que un entero mayor a 37 pertenece a la sucesién si y solo si su
diferencia con 37 es divisible entre 7. Podemos ver que

100-37=63=7-9, 128—-37=91=7-13, 1024 —37 =987 =7-141,

y que 1000 — 37 = 963 = 9 - 107 no es divisible entre 7, con lo cual concluimos que 1000 no
pertenece a la sucesion.



IT Eliminatoria 2025 - Soluciones IIT Nivel

6. Dentro de un cuadrado de lado 4, Salomén dibuja cinco puntos arbitrariamente. Considere las
siguientes afirmaciones:

(I) Existen al menos dos puntos a distancia menor que 3.
(IT) Existen al menos dos puntos a distancia mayor que 3.

(ITT) Cualquier distancia entre puntos es menor que 5.

De las afirmaciones anteriores, ;cudles son verdaderas con total certeza?

(a) Sololal

(b) SololaTylall
(¢) Solo la 11T

(d) Todas

Opcién correcta: (a).

Solucion: Analizamos primero la afirmaciéon II. Vemos que si Salomén dibuja los cinco puntos
cerca (por ejemplo, cerca del centro), entonces el resultado es falso.

Ahora analizamos la afirmacion III. La mayor distancia entre dos posibles puntos del cuadrado
es la medida de la diagonal, es decir, 4v/2. Sin embargo, vemos que 4v/2 ~ 4 -1,4 = 5,6. Por lo
tanto, si Salomoén dibuj6é dos de los puntos cerca de vértices opuestos del cuadrado, entonces su
distancia es mayor que 5, y asi concluimos que III es falsa.

Finalmente, vamos a demostrar que I es verdadera. Se divide la regiéon del cuadrado en cuatro
cuadraditos de lado 2, como en la siguiente figura:

Al dibujar cinco puntos, debe haber un cuadradito que contenga al menos dos de ellos. Sin
embargo, la distancia maxima entre dos puntos de un cuadradito es la medida de su diagonal
21/2. Como 2v/2 < 3, entonces concluimos que la distancia entre estos puntos es menor que 3, y
asi I es verdadera.
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7. Considere los triangulos ABC' 'y ABD con mZBAC = mZADB = 90°, de forma que los seg-
mentos AD y BC se intersecan en el punto E. Si AC = 15, AD = 16 y BD = 12, entonces el
area del triangulo ABFE corresponde a

(a) 30
(b) 45
(c) 60
(d) 75
Opcidn correcta: (d).

Solucién: De acuerdo con la informacion dada, considere la siguiente figura:

c

7 B

Por el Teorema de Pitagoras en AABD obtenemos que AB = /162 + 122 = 20. Por el criterio
LAL podemos observar que AABC ~ ADAB, ya que m/BAC = m/ADB =90° y

AB 20 4 DA 16 4

AC 15 3 DB 12 3
La semejanza anterior implica que mZ/BAE = m/ABE y por lo tanto AABE es isésceles. Con
esto tenemos que si EF es la altura de AABE desde E, entonces F es el punto medio de AB.
Como EF y AC son perpendiculares a AB, entonces EF es paralela a AC. Adicionalmente,
como F es el punto medio de AB, lo anterior implica que EF es la paralela media de AABC' y
por lo tanto EF = %AC = % Con esto concluimos que

1 1 15
ABFE)=-AB-EF =—--20- — =T5.
(ABE) = 3 5202 =15
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8. La cantidad de enteros positivos n que satisfacen simultaneamente las siguientes condiciones:

» La suma de las cifras de n es 13
= 1+ 500 es un cuadrado perfecto
= 1 <1000

es igual a
1
2
3
4

Opcion correcta: (b).

Solucion 1: Como la suma de las cifras de n es 13, entonces n — 13 es divisible entre 9, es decir,
n = 9k + 13 para algan entero k. Esto implica que n + 500 = 9k + 513 = 9(k + 57), con lo que
deducimos que n + 500 es un cuadrado perfecto divisible por 9. El menor cuadrado mayor que
500 es 232 = 529 y el mayor cuadrado menor que 1500 es 38% = 1444. Por lo tanto, n + 500
pertenece al conjunto

{24% =576, 27> =729, 302 =900, 33%=1089, 362 = 1296}.

Con esto obtenemos que los posibles valores de n son {76,229, 400, 589, 796}. Los valores de este
conjunto cuyos digitos suman 13 son 76 y 229, por lo tanto la respuesta es 2.

Solucién 2: Sabemos que n + 500 = k2. El menor cuadrado mayor que 500 es 232 = 529 y el
mayor cuadrado menor que 1500 es 382 = 1444, es decir, 23 < k < 38. Con esto podemos hacer
una tabla y analizar los resultados:

k k? | n=£k?>—>500 | Suma de cifras de n
23 | 529 29 11
24 | 576 76 13
25 | 625 125 8
26 | 676 176 14
27 | 729 229 13
28 | 784 284 14
29 | 841 341 8
30 | 900 400 4
31 | 961 461 11
32 | 1024 524 11
33 | 1089 589 22
34 | 1156 656 17
35 | 1225 725 14
36 | 1296 796 22
37 | 1369 869 23
38 | 1444 944 17

Con esto concluimos que los Ginicos dos posibles valores de n son 76 y 229.

10
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2

T 1 x

9. La ecuacién T +—5=2 <2 - > tiene dos soluciones en los nimeros reales. El producto de
x x

estas soluciones es igual a

(a) —2
(b) —1
(c) 1
(d) 2

Opcién correcta: (a).

. . : . 1 :
Solucién: Consideramos el cambio de variable u = —. Elevando al cuadrado esta expresién
T

z
2

2 2 2
9 z 1 T 1 T 1
=z =F4-1+5=(—+—5 -1
“ (2 x> 4 T2 <4+$2>

Usando lo anterior y la hipé6tesis del problema deducimos que

obtenemos que

21
u2:<z+2)—1=2u—1:>u2—2u+1:0:>(u—1)2=0-
T

Por lo tanto debemos tener que u = 1. Volviendo a la ecuacién original obtenemos que

1
g_*=1:>:1:2—2:29::>x2—2x—220.
x

Por la formula cuadratica sabemos que las soluciones de la ecuaciéon anterior son 1 4 /3 y asi
concluimos que su producto es igual a (1 ++/3)(1 —v/3)=1—-3 = —2.

11
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10. Sea ABCD un tetraedro. Las seis aristas (AB, AC, AD, BC, BD,CD) se pintan con trazo con-
tinuo (—) o punteado (----) con probabilidad 3. Una cara del tetraedro se pintara de gris si
estd determinada por tres aristas con trazo continuo, o de lo contrario no se pinta. En el primer
ejemplo, solo las aristas AD, BD y BC tienen trazo continuo y por lo tanto no se pinta ninguna
cara. En el segundo ejemplo, las aristas AB, AC, BC'y BD tienen trazo continuo, y por lo tanto
se pinta la cara ABC.

A B A B

La probabilidad de que alguna cara del tetraedro quede pintada de gris es igual a

=

[\
w

M\Hm‘woo\oo@‘
| = =~

Opcidn correcta: (a).

Solucién: Empezamos notando que la cantidad total de trazos de las aristas es 26 = 64, pues cada
arista tiene dos posibilidades. A continuacién vamos a contar los casos favorables dependiendo
de la cantidad de aristas que tienen trazo continuo:

23
Por lo tanto, el total de casos favorables es 1 + 6 4+ 12 4+ 4 = 23, y asi la probabilidad es —.

Seis aristas con trazo continuo: esto resulta en todas las caras del tetraedro pintadas, por
lo cual esto da 1 caso favorable.

Cinco aristas con trazo continuo: esto resulta en dos caras del tetraedro pintadas. La cantidad
de maneras en que se pueden pintar cinco aristas con trazo continuo es igual a la cantidad
de maneras en que se puede pintar una arista con trazo punteado, por lo que obtenemos 6
casos favorables.

Cuatro aristas con trazo continuo: para que esta coloracién resulte en una cara pintada
debemos escoger las aristas de una cara y una arista adicional. Esto nos da 4 -3 = 12 casos
favorables.

Tres aristas con trazo continuo: debemos escoger las aristas de una cara, por lo cual hay 4
casos favorables.

Menos de tres aristas con trazo continuo: no hay casos favorables, pues no se puede formar
el tridngulo.

64

12
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11. Sean A, B, C' y M puntos en una circunferencia tales que M es el punto medio del arco BC
que no contiene a A. Sea P la interseccion de los segmentos AM y BC. Considere las siguientes
afirmaciones:

(I) mZABM = m/BPM
(II) Si AP =5y MP =4, entonces BM = 6.
De las afirmaciones anteriores, jcuéles son verdaderas con total certeza?

(a) Ninguna
(b) Solo lal
(c) Solo la Il
(d) Ambas

Opcién correcta: (d).

Solucion: Sea o = mBM = 'mC’/]\\47 8= mAC yy= AB. De esta manera tenemos que

— 1, — — 1
mZABM = %mAC’M = %(a + ), miLBPM = §(mAC—|—mBM) = 5((1—}— B).

Por lo tanto, la afirmacion 1 es cierta. Ademas, la igualdad de las medidas de los arcos mBM =
mCM implica la igualdad de la medida de los dngulos mZBAM = m/ZPBM. De esta forma
tenemos las igualdades

mLABM = m/BPM, m/ZBAM =m/PBM,

con lo cual deducimos que AABM ~ ABPM por el criterio AA. Esto nos da la igualdad

AM  BM

a7 _ 2 BM? = AM - PM = (4+5) -4 = 36.
BM _ PM (4+5)

Por lo tanto, BM = 6 y la afirmacién II es verdadera. Es decir, ambas afirmaciones son verda-
deras.

13
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12. Existe un tnico entero positivo n para el cual el nimero 2530 — 481 - 2528 4 5" es un cuadrado
perfecto. La suma de los digitos de n es igual a

(a) 12
(b) 13
(c) 14
(d) 15

Opcion correcta: (b).
Solucién: Podemos empezar reescribiendo

253 — 481 - 252 = (252 — 481) - 25%% = 144 - 2528 = (12 - 5%)%

De esta forma, tenemos que
(12-5%8)2 45" = k2 = 5" = k? — (12-5%°)? = (k + 12 - 5%°)(k — 12 - 5°8).

Lo anterior implica que k+12-5%8 deben ser ambas potencias de 5, es decir, existe j € {0,1,...,n}

tal que k +12-5%® =5/ y k —12-5% = 5”77 donde j > n — j. Restando las dos igualdades
anteriores obtenemos que

5 — 570 = (k4 12-5%) — (k — 12-5%) = 24. 5%,

Como 5/ —5"77 = 5777 (527~ 1), al comparar con la expresién 24-528 deducimos que n—j = 28
y 27 —n = 2. Sumando estas dos ecuaciones obtenemos que

J=(n—j)+ (2 —n) =28 +2=30,

y con base en esto concluimos que n = 58. Por lo tanto, el valor de la suma de los digitos de n
es b+ 8 =13.

14



IT Eliminatoria 2025 - Soluciones IIT Nivel

IT Parte: Desarrollo. Valor: 14 puntos, 7 puntos cada pregunta

Los siguientes ejercicios deben ser resueltos en las hojas de respuestas para preguntas de desarrollo que
se le entregaron. Conteste en forma ordenada, completa y clara. Se califica procedimientos y respuesta.

1. En la fiesta familiar del 31 de diciembre de 2025, Ana se da cuenta que su edad divide a su afo
de nacimiento, y se sorprende al descubrir que sus dos padres y sus dos hijos también cumplen
esta propiedad; es decir, la edad de cada uno de ellos también divide el afio en que nacieron. Se
sabe adicionalmente que las cinco edades son diferentes y menores que 100, y que la diferencia
de edad entre cada generacion (la de los padres, la de Ana y la de sus hijos) es de al menos 25
anos. Determine la edad de Ana y la de sus padres.

Solucién: Empezamos notando que si E es la edad de una persona al 31 de diciembre de 2025,
entonces su afno de nacimiento es 2025 — F. Ahora observamos que si E divide a 2025 — F,
entonces E también divide a (2025 — E) + E = 2025. Por lo tanto, las cinco edades deben ser
divisores de 2025.

Podemos buscar sus divisores al factorizar 2025 = 452 = 3% . 52. Con esto deducimos que sus
divisores menores que 100 son

1,3,5,9,15,25,27, 45, 75, 81.

El hecho que la diferencia de edad entre cada generacion sea de al menos 25 afios implica que los
padres de Ana son mayores a 50 afios y por lo tanto sus edades deben ser 75 y 81. Adicionalmente,
como la diferencia de edad entre Ana y sus hijos es de al menos 25 anos, entonces Ana no puede
tener 27 anos o menos, y con esto concluimos que ella debe tener 45 afios.

15
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2. Considere un semicircunferencia S con centro O, didmetro AB y radio R. Sean S; y So dos
circunferencias de radio r, tales que S; es tangente interiormente a AB en C'y a S en P, y S5
es tangente exteriormente a S en P. Sean M y N puntos en S y So, respectivamente, tales que
MN es tangente a ambas circunferencias, como se muestra en la figura.

N
Sa

M

Sy
S

A o C B

Si MN = AC, entonces determine el valor de r en términos de R.

Solucion: Primero vamos a determinar las medidas AC' 'y M N, y luego compararemos los resul-
tados para determinar la relacién entre r y R.

N
Sy
P M A
S
S S
A o C B A 0) B

Sea E el centro de S;, de forma que O, E, P estan alineados. Como S; es tangente a AB en C,
entonces mZ/ECO = 90° y podemos aplicar el teorema de Pitagoras en ACEQO. Usando que
OFE =0OP - EP=R—ry EC =r, encontramos que

OC=+/(R-—r)?2—r2=+R?>—-2Rr = AC = AO+0OC = R+ \/R? —2Rr.

Sea F' el centro de So, de forma que O, P, F estan alineados y sea G el pie de la perpendicular de
F a OM. Como MN es tangente a Sy Sy, entonces M N es perpendicular a los radios OM y FN.
Por lo tanto, el cuadrilatero FGM N es un rectangulo y podemos aplicar el teorema de Pitdgoras
en AFGO. Usando que OF = OP+ PF =R4+ryOG=0M -GM =0OM — FN =R —r,

encontramos que

FG=+\/(R+r)2—(R—-r)2=V4Rr = 2VRr = MN = FG = 2V/Rr.

De esta forma la igualdad M N = AC implica que

2
R+\/R2—2Rr:2\/Rr:>1+\/1—§r:21/%,

16
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donde la ultima igualdad se obtiene al dividir entre R. Si @ = /7/R entonces la ecuacion es
igual a

1+V1-222=20=—1-202=22—-1=1-222 =42? — 4o +1 = 22(32 — 2) = 0.

Como x # 0, entonces x = % y por lo tanto r = %R.

17



