OLIMPIADAS COSTARRICENSES DE MATEMATICA z

CAPACITACION I ELIMINATORIA o/ II OLIMPIADAS
p COSTARRICENSES

IIT NIVEL. TEMA: Algebra COSTARRICENSES
A OLCOMA

Enunciados y soluciones de los problemas

3 _ 13
1. (IE, IIIN, 2019) Si a? + ab + b? = 3 entonces la expresién (a A es equivalente a
a —_—
a—b
() 3
a—2b
b
(b) 1—ab
3(a —b)
(c) 1—ab
2(a+10)
d
@ 2
e Opcién correcta: b)
e Solucién:
a® - v’ (a —b)(a® + ab + b?)
(a—b)2 a? — 2ab + b?
(@03
~ a?+ab+b%—3ab
_ 3(a-b)
- 3—3ab
_a—b
 1—ab

2. (IE, ITIIN, 2019) Al realizar la suma

1 1 1 1
+ + + ...+
VIi+vV2 V243 V3+V4 V2018 + /2019
el resultado corresponde a

(a) V2018 +1
(b) V2018 — 1
(c) V2019 +1
(d) v2019 -1




e Opcién correcta: (d)

e Solucién: Observe que

1 B 1 Vn—vn+l Vn—vn+1l n—vn+1 —
Y e S Y e S Y e Sy e} s B L

Asi, podemos reescribir la suma de la formas:

(\f—ﬂ)+(\f—ﬂ)+(ﬂ—\/§)+...+(m—m) — /T4 /2019 = V2019 — 1

3. (IE, ITIN, 2019) La cantidad de pares ordenados (z,y) de nimeros enteros que son solucién de
la ecuacién %y + 2zy — 2019 = 0 corresponde a

(a) 0
(b)
c)
(d) 3

1

[\)

e Opcién correcta: (d)

e Solucién: Veamos que z%y + 2zy = 2019 = zy(z + 2) = 2019 = 1-3-673. Como se trata de
nimeros enteros no puede darse x = 673 6 x = —673, pues no se obtendria un valor entero para
y. Entonces puede darse x =1, z=-1,z=-3 6 x = 3.

Siz=1setienex+2=3yy=0673.
Siz=-—-1setienexz+2=1yy=—-2019.
Siz=-3setienex+2=—-1yy=0673.

Six = 3 se tiene « + 2 = 5 pero y no seria entero.

Entonces los tinicos pares ordenados posibles son(z,y) = (1,673), (z,y) = (—1,—-2019), (z,y) =
(—3,673). Asi solo hay 3 pares de soluciones.

4. (IE, IIIN, 2019) Si se sabe que a+b = 4y b—a = c+5, el valor numérico de a?+2a+ac+2b+bc—b?
es

a

—_

(c) 12

(a)
(b) —12
)
(d)

[\

0

e Opcién correcta: (b)



Solucién: Del enunciado se tiene que

a’>+2a+ac+2b+bc—b> = 2a+ 2b+ ac+be+a® —b?
= 2(a+b)+c(a+b)+ (a+b)(a—Db)
= (a+b)(2+c+a—-0)

Del enunciado, b —a=c+5=b—a=3+24+c=-3=2+c+a—0>.
Ast, (a+b)2+cta—b)=4--3=-12

2
. (IE, IIIN, 2019) La cantidad de nimeros primos p tales que % sea un numero entero
corresponde a P P
(a) 0
(b) 3
(c) 5
(d) 12

Opcién correcta: (c)

Solucion:

Factorizando el numerador y el denominador obtenemos que

p>+6p+5 _(p+1D((p+5) p+5
pPP—6p—7 (p+1)(p-7) p-T

Ahora, note que

p+57p—7+5+771+ 12
p—7  p—T7 p=T

por lo que basta examinar la fraccién

p—
El conjunto de los divisores enteros de 12 es Dy = {£1,+2,+3, £4,4+6,+12}. Resolviendo
las ecuaciones p — 7 = d, con d € Di9, se obtienen —5,1,3,4,5,6,8,9,10,11,13,19 por lo que
p € {3,5,11,13,19}.

. (IE, ITIIN, 2018) Sean a y b dos nuimeros reales positivos. Si % + é = 4, entonces el valor de
a+b ¢
p— es

(a) 2

)
(b) 4
(c) V2
(d) V3

Opcién correcta: (d)



e Solucién:

Observe que

2 2
a®+b _4
ab
< a2+ b2 =4ab

a b
—4+—-=4
b+a

sumando 2ab se obtiene que (a + b)? = 6ab, y restando 2ab se obtiene que (a — b)? = 2ab, Luego

(a+ b)? _@_3
(a—b)2  2ab

a+b
luego,
a p—

=+/3.

7. (IE, IIIN, 2018) Si @ y b son nimeros reales positivos que cumplen z3y* = a y 2°¢y% = b,
entonces x es

e Opcién correcta: (a)

e Solucién:

Despejando la y en la primer ecuacion tenemos y = {/-%. Sustituyendola en la segunda,

6
a _ 3. b b b2
x5-<4> =b=""10 = >Vr=5==>r=|—=
3 a3




