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CAPACITACION II ELIMINATORIA 2019 -, OLIMPIADAS
I NIVEL. TEMA: Geometria lI COSTARRICENSES
DIA 1. Sesion de la manana ' O DE MATEMATICAS

LCOMA

Enunciados y soluciones de los problemas

Seleccién tnica

1. (IIE, IN, 2015) Considere la figura sélida que se obtiene al construir una pirdmide sobre la cara
superior de un cubo, de forma que la base de la pirdmide es la cara del cubo. Al sumar el niimero
de caras, aristas y vértices que tiene en total esta figura se obtiene

Solucién:
Opcioén correcta: Opcion c)

El solido tiene: 9 caras: 5 del cubo y 4 de la piramide
16 aristas: 12 del cubo y 4 de la piramide
9 vértices: 8 del cubo y 1 de la pirdmide
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2. (IIE, IN, 2015) Sea JABCD un cuadrado y E un punto en CD tal que m/CBE = 18°. Si se
traza una recta perpendicular a ﬁ por D y llamamos F' al punto de intersecciéon de esta recta
con , entonces la medida de ZEDF es

(a) 18°
(b) 27°
(c) 45°
(d) 72°
Solucioén:

Respuesta correcta: Opcion a)

B c
E

F
A D

Como ABCE es rectangulo y mZCBE = 18° se tiene que mZCEB = 72°. Ademés m/DEF =
m/CEB por ser opuestos por el vértice.

Entonces, como AEF D es rectangulo y mZDEF = 72° se tiene que mZEDF = 18°.

3. (IIE, IN, 2017) En la figura adjunta los triangulos AABC y ADEF son equiléteros, AB || EF,
C es el punto medio de EF y D es el punto medio de AB. La razoén entre el area de la region
sombreada y el area del HAEF B es

o 2 o -
) |
(© 5
@ 3 —
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e Opcion correcta: b

e Solucién:
E C F

Sean G y H los puntos de interseccion de AC con ED y DF con
BC respectivamente.
Observe que al trazar GH, el AABC queda dividido en 4 tridn- G H
gulos de igual area, al igual que ADFEF. Es decir que las areas
de AEGC y ACFH, juntas,son iguales que el area sombreada; al
igual que las de los AADG y ABDH.

A D B

Por otra parte, JCDBF y [JEADC son rectangulos cuyas diagonales se intersecan en en el pun-
to medio. Con esto se tiene que ACDH y ABFH tienen igual area (pues tienen bases y alturas

de igual medida) al igual que AAEG y ACDG. Es decir que las areas de AAEG y ABFH,
juntas, son iguales que el area sombreada.

_ area sombreada B 1
(AEFB) 4

4. (IIE, IN, 2016) En la figura adjunta se tiene que mZEBC es 20° menor que mZDAC. Si
m/ZBCFEF = 120°, entonces mZBAC es

A
D/
e Opcion correcta: a)

e Solucién:

Llamemos m/EBC = a, entonces mZ/DAC = a + 20° y mZABC = 180° — «

Como mZBCF = 120°, se tiene que mZ/BC A = 60°.

Por teorema del dngulo externo:

mZDAC = mZABC + m/ZBCA = a+ 20° = 180° — a + 60° = 2a = 220° = o = 110°
Luego, m/DAC = 130° y m/BAC = 50°.
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5. (IIE, IN, 2016) En un cuadrado ABCD, E es Muntoei?C, tal que mZBAFE es la mitad de
m/ZDAE. Si F es el punto de interseccion de AE con DB y G es el pie de la perpendicular a
DC desde F, entonces la medida de ZGFE es

e Opcidn correcta: c)

e Solucidn:

Consideremos la siguiente figura

A B
E

E

D G C

Como m/BAD = 90° y m/BAE es la mitad de m/DAFE, se tiene que m/BAE = 30° y
m/DAE = 60°.

Por otro lado, como FG L DC, entoncesF'G||AD y entonces Z/DAF y /GFE son congruentes
por ser correspondientes entre paralelas. Por lo tanto mZGFE = 60°.

6. (IIE, IN, 2016) Considere un AABC isosceles con AB = BC, donde E es un punto en AB y D
un punto en BC, tales que ED 1 BC. Si AE = DE, entonces mZDAC es

e Opcion correcta: b)

e Solucidn:
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Como AFE = DE entonces m/ZEDA =m/EAD = a.
Sea m/DAC = (3, asi m/EAC = m/ACD =a+f B
mZADC = 90° — m/ZEDA = 90° — «.

En el AADC tenemos: E

mLACD +m/ZADC + m/ZDAC = 180°

a+ B +90° —a+ B =180°

25 = 90°

8 = 45° .

Por lo tanto, mZDAC = 45° B D ¢

7. (IIE, IN, 2016) Sean JABCD un cuadrado, E y F puntos en AB, tales que AE = EF = FB.
La razon entre el area de JABCD y el area de OEDCF es

[N NG PR CR GUNJUN TN

e Opcioén correcta: b)

e Solucidn:

. . 3 A E F B
Si z es la medida del lado del cuadrado, su area es x2,

mientras que JEDCF como es un trapecio su area
(e+35) _ o(+3) 352°_2,

corresponde a x =z = = —z°.
: ; 2 3
Por lo tanto, la razén de las areas es
z? 3
2,2 9
3T 2
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8. (IIE, IN, 2017) En la figura adjunta se muestran cuatro circulos tangentes de igual radio y de
centros A, B, C'y D, respectivamente (el inico punto que comparten las circunferencias de cen-
tros D y C, por ejemplo, es el punto medio de DC). Si la medida del radio de cada circulo es 6
cm, entonces el area en cm? del JABCD es

e Opcién correcta: d

e Solucién:
Cada circulo tiene radio 6 cm.
Los circulos de centros A y B, respectivamente, forman el lado AB cuya medida es 12 cm.
De igual manera, AD = DC'=CB = AB.

El OABCD es un cuadrado ya que son tangentes las circunferencias. De esta forma, se tiene
1212 como area del JABCD.

— AD 1
9. (IIE, IN, 2015) Sea AABC recto en B. Si D es un punto en AB tal que — = —, E es un punto

DB~ 2
_ BE — BDFE
en BC' tal que 0~ 3 y F' es el punto medio de AC, entonces ((ABI’)) es
2
(a) 3
3
b) 2
)
4
(c) 15
8
d) =
Solucion:
Respuesta correcta: Opcion d)
A
D,
F
B E C
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10.

11.

Llamemos BC = 5x y AB = 3y, de modo que BE =2z, EC =3z, AD=yy DB =2y
Vemos que (BDFFE) = (ABC) — (ADF) — (EFC)
s 1 3,9 _1
Ademas (EFC) = 5 3z -5y = 15 (ADF) = 5
15 ) 9

Entonces (BDFE) = ?xy — Zazy - ny = dzy

) 1
5, _ _ —
y-iaz—Zmyy(ABC)—E-E)x-Sy—?xy

(BDFE) 8
Por 1 Al A
orlotanto “opey < 15

(IIE, IN, 2017)Considere un cuadrado JABCD y un triangulo equilatero ABEC' Este triangulo
se divide en cuatro tridngulos equilateros y uno de estos se divide de nuevo en cuatro tridngulos
equilateros mas. Si el area de uno de los triangulos equilateros resultantes de la ultima division
es £21/3, entonces el perimetro del poligono de vértices A, B, E, C 'y D es

8x

[\]

(a)
(b) 20z
()

(d) 40z

24x

Opcién correcta: d

Solucion:

Si y denota la medida del lado de uno de los tridngulos equilateros resultantes de la ultima
division, cuya area mide x2v/3, entonces 2%v/3 = yil/g y y = 2x.

Luego, la medida del lado de cada uno de los tridngulos equilateros resultantes de la tltima
division es 2z.

La medida del lado de cada uno de los tridngulos equilateros resultantes de la primera divisiéon
es 4.

La medida del lado del triangulo equilatero ABEC es 8z y la medida del lado del cuadrado
OABCD es 8.

Finalmente, el perimetro del poligono de vértices A, B, E, C'y D es 5 -8z = 40zx.

(IIE, IN, 2016) Sea el AABC, tal que mZCAB =84° y AB = AC. Si los puntos D, E'y F estén
sobre los lados BC, CA y AB, respectivamente, tales que CE = CD y BF = BD, entonces
mZEDF es

e Opcion correcta: a)
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12.

Solucién:

Dado que dos de los lados del AABC son de igual medida, dicho tridngulo es un triangulo
isosceles. De esta manera, mZACB = m/ZABC = 48°, pues el otro dngulo de este tridngulo
mide 84°.

C

Luego, como en el AC'DFE se tiene que C'D = C'E, entonces este también es is6scelesy m/CDE =
66°.

En forma anéloga, en el ABDF se tiene que BD = BF, por lo que ABDF' es un tridngulo
isosceles y mZBDF = 66°.

En las dltimas conclusiones se usa el hecho que en todo tridngulo la suma de las medidas de los
angulos iternos es 180° y que las medidas de los dngulos de la base de todo tridngulo isésceles
son iguales.

Para determinar la medida del ZEDF note que 66°+m/ZEDF +66° = 180° = m/EDF = 48°.

(ITIE, IN, 2017) La figura adjunta muestra una estrella en forma de pentagono. La medida del
ZCAD es

(a) 35°

(b) 42°

(c) b1°

(d) 65°

Opcidn correcta: ¢

Solucioén:
Notese que en el ABDF', dado que /B =58° y /F = 93°, se tiene que ZD = 29°.

Ahora, tomando el tridngulo AADG, se tiene adicionalmente que ZG = 100°, por diferencia,
LA =51°.
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Desarrollo

1. (IIE, IN, 2015) En el AABC, m/ABC = 45°. El punto D sobre BC es tal que 2- BD =CD'y
mZDAB = 15°. Determine la medida de ZACB.

Solucién
Sea E un punto sobre AD tal que C'E es perpendicular a AD, y dibujemos BE.

Tomamos ZADC angulo exterior de AADB, cuya medida es

m/ZADC = mZDAB + mZABD = 15° + 45° = 60°

Entonces ACDE cumple ser un triangulo 30° —60° —90° de donde DFE = %CD = BD. Entonces
ABDE es isosceles y m/EBD = m/BDE = 30°. Pero m/FECB es también igual a 30° y
entonces ABFEC' es isosceles con BE = EC.

Por otra parte,

m/ABE = m/ABD — m/EBD = 45° — 30° = 15° = m/FEAB

Entonces AABE es isosceles con AE = BE. Por lo tanto, AE = BE = EC, y asi AAEC es
también isésceles con mZLEAC = mZECA = 45°.

Por lo tanto,

m/ACB = m/ECA+ m/ZECD = 45° + 30° = 75°
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2. (IIE, IN, 2016) Considere un circulo de centro O. Sean A y B dos puntos sobre la circunferencia,
tales que mZAOB = 60°. Sea M un punto cualquiera sobre la circunferencia (distinto de A y
B). Sean P, Q, Ry S los puntos medios de AO, AM, M B y OB, respectivamente. Determine
mZQTR, donde T es el punto de interseccién entre PRy QS.

Solucién:

En la siguiente figura se presentan los datos del problema.

N — S — 1
Dado que Py @ son los puntos medios de AO y AM se tiene que PQ || OM y PQ = §OM. De
I 1 I
forma analoga se concluye que SR || OM y SR = iOM' Asi PQ = SRy PQ || SR.

Por otra parte, se tiene que P y S son los puntos medios de AO y BO respectivamente, por
_ 1 R — 1

lo que PS || AB y PS = §AB. De igual forma se concluye que QR || ABy QR = iAB. Asi

PS—=QRyPS | QR

Pero AB = OM dado que AB = AO (esto porque AAOB es equilatero) y AO y OM son radios
del circulo. Por lo tanto PS = PQ = SR = QR.

Debido a que todos los lados son congruentes y los lados opuestos son paralelos se tiene que
OPQRS es un rombo. En un rombo las diagonales son perpendiculares, por lo tanto mZQTR =
90°.

10



