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Enunciados y soluciones de los problemas

1. (IIE, IIIN, 2015) En la figura P y Q son los centros de las circunferencias tangentes S1 y So, la

recta corta la circunferencia S; en A y el radio QB es perpendicular a PQ. Si la suma de
las areas de los circulos es 107 y el area del AAQB es 8, determine la longitud de PB.

Sa
S1
A p Q
B
(a) v40
(b) V26
(c) 5
(d) 6
Solucién:
Respuesta correcta: Opcién b)
Sean r y R los radios de S; y Sy respectivamente. Como 72 + 7R?> = 10, tenemos que
R(R+2r)

R? 47?2 = 10. Ademés (AQB) = 8 = =8, por lo que (2r + R)R = 16.

2

Por otra parte, aplicando el Teorema de Pitdgoras en APBQ

PB=\/(r+R2+ R =124+ 2rR+ R+ R2 = \/(r2+ R%) + (2r + R)R = V26

2. (IIE, 1IN, 2016) Considere la figura siguiente en la cual A es el centro de la circunferencia y CE
es un diametro. Si mED y mEB estan en la razén 4 : 5y ZDAB es recto, entonces mZ/DPA es



-

=

Opcién correcta: (d)

Solucién:

De la razon dada tenemos que 4x + 5z = 270°, asi se tiene que x = 30° y en entonces
mBD = 120°, de donde mZDCE = 60° y entonces AADC es equilatero y asi mZADC = 60°.
De aqui se tiene que mDC = 60° por ser un angulo central.

Entonces mDCB = mDC +BC y asi mBC = 30°.
De lo anterior mZBDC = 15° por ser angulo semi-inscrito, y por teorema del dngulo externo
m/DPA = T75°.

. (IIE, TIIN, 2016) En la figura adjunta, AC' y BE son paralelas y tangentes a un cfrculo de radio
r, con A y B los puntos de tangencia. Se sabe que C — D — E y que CE es otra tangente a la
circunferencia con D el punto de tangencia. Si AC =2y BE = 8, entonces el valor de r es

(a) 3
(b) 4
(c) 5
(d) 6



e Opcién correcta: (b)

e Solucién:

Dado que AC = DC =2, OA =0D =ry m/ZODC = m/OAC = 90°, entonces NOAC =
AODC. En forma similar, BE = DE =8, OD =0B =ry mZODE = m/ZOBE = 90° por lo
que AODE = NOBE.

Note que AB es un didgmetro de la circunferencia pues AC | BE y ambos segmentos son tangentes
en A y B, respectivamente, a la circunferencia.

Si se definen @« = mZAOC = mZDOC y = mZDOE = m/ZBOE se cumple que 2a + 28 =
180° = a+ 8 =90° = mZCOE.

A
D

De lo anterior se concluye que ACOF es un triangulo rectdngulo, recto en O, donde OD es su

altura correspondiente con el vértice O. Dado que AODC ~ AEOC ~ AEDO = NODC ~

oD DC r 2
AED i — e - =- 21 =4.
O,setlenequeED DO:>8 T:>7" 6=r

4. (IIE, IIIN, 2017) Considere el cuadrado JABCD, con AB = 8 cm. Una circunferencia tangente
a BC contiene a los vértices A y D. La longitud, en centimetros, del radio de la circunferencia
es

(a) 4
(b)
(c)
(d) 4v/2

e Opcién correcta: b

Ut

6

e Solucién:

Considere la figura




Se tiene que O es el centro de la circunferencia y entonces por Pitagoras se tiene:
=4+ (8-1)’=16r=80=r=>5
5. (IIE, IIIN, 2017) Sea el AABC un tridngulo rectdngulo, tal que mZACB = 90°, AC = 3y

CB = 4. Sea O un punto tal que A — O — B. Si una circunferencia de centro O es tangente a
AC en Q y a BC en P, entonces OP es

/.\
=
SRS i%e) 5‘\] \T‘S

(d)

e Opcién correcta: a

e Solucién:

Considere la figura

Se tiene que OQ L AC y OP L. CB

Sean OP = O@Q = r, por ser radios.

AC-BC AC-0Q BC-OP Tr 12
= + =

(ABC) = (A0C) + (BOC) = —— > ; 6= ==
12
20 -

6. (IIE, ITIN, 2016) Si en un AABC, mZABC =2m/ACB, AC =2BC y AB = 4, entonces BC'
es

(o) LY

() L8

L



e Opcién correcta: (d)

e Solucién:
Sea z = BC, a = mZACB y D la interseccién de la bisectriz de ZABC con AC. Llamemos
y=CD

Vemos que ABDC es isdsceles, por lo que BD = y. Ademas AABD ~ AAC B, pues comparten
el dngulo A y tienen un angulo de medida «.

AB BD ADd dond 4 y  2x—vy
— =——=——dedonde — == =
AC CB AB 2 x 4

4
Entonces,—:g:yZQ

2 T

4 22 — 2 2x-2

Por lo tanto — = v y:>7: x =22 _z—-4=0

2x 4 T 4

1+V17

Resolviendo esta ecuacion se tiene x = 5

7. (IIE, IIIN, 2017) Los tres lados del AABC' se prolongan una distancia igual a sus respectivas
longitudes, tal y como se observa la figura adjunta. Si el drea del OXCBY es 18 cm?, entonces
el drea en cm? del AXY Z es



e Opcion correcta: d

e Solucién:

El AABC tiene la misma base y la mitad de la altura del AAXY (esto con teorema de Ta-
les o semejanza de tridangulos al considerar las alturas desde B y desde Y sobre AC' y X,
respectivamente); por lo tanto, el AABC tiene una drea de 6 cm?.

En forma similar, los tridngulos AZCX y AZBY tienen 4reas iguales a 12 cm? cada uno (el
doble del drea del AABC).

Por tanto el drea del AXY Z es de 42 cm?.
8. (IIE, IIIN, 2015) Dado el cuadrado JABCD de lado 2 y una semicircunferencia de didmetro

AD que estd contenida en él. Sea E un punto tal que A — E — B y CE es tangente a la semi-
circunferencia, determine el area del ACBE

(a) 1

3

(b) 5

(c) 2

5

(@) 2
Solucién:

Respuesta correcta: Opcién b)

Considere la figura siguiente en donde P es el punto de tangencia de EC con la semi-circunferencia.

A D
E

P
B C



10.

AFE = PF por ser tangentes desde un punto externo, sea AE = PE = z.

DC = PC por ser tangentes desde un punto externo, asitPC = 2

Entonces BE =2 —x y EC =2+ z, aplicando Pitagoras al AEBC tenemos que
(2—$)2+4:(2+x)2:>4—4x+x2+4:4+4a:+:r2:>4:8a::>x:%

Ahora, el area del ACBE viene dada por % - EB - BC es decir % .

[\CJ[9V]
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(ITIE, IIIN, 201) La cantidad méaxima de valores enteros que puede tomar n para los cuales la
ecuacién 22 4+ nx — n = 0 tenga soluciones enteras es

(a) 1
(b)
(¢)
(d) 4

[\)

w

Opcién correcta: b

Solucidn:

Utilizando férmula general, el discriminante de 2% + nx — n debe cumplior que n? + 4n = k2,
con k entero.

Entonces n?+4n+4 = k> +4 = (n+2)?2 = k> +4 = (n+2)>—k? =4 = (n+2+k)(n+2—k) = 4.

De lo anterior, se tienen los sistemas:

1
n+2—|—k:1/\n+2—k:4consolucionesk::7/\n:5

3 -9
n—i—2—|—k::—1/\n—|—2—k:—4consolucionesk‘:§/\n:7
) 3 1
n+2—|—k::4/\n—|—2—k':1consolu01onesk::§/\n:§

n+2+k=—-4An+2-k=-1 consolucimnesk:z_73/\71:_79
n+24+k=2An+2—k=2 con soluciones k=0An =20
n+2+k=-2An+2—k=—2 con soluciones k =0An=—4

De los cuales solo los dos tultimos tienen soluciones enteras, con n = 0 y n = —4, que dan

soluciones para z (z =0y z = 2).
Por lo que la cantidad de valores de n enteros para los cuales la ecuacién tiene soluciones enteras

es 2.

(IIE, ITIN, 2015) Considere la siguiente figura en la cual el JABCD es un cuadrado de lado 12.
Si AP =4, DQ =3 y mZRQC = 90° determine la longitud de RB.



R
D Q c
(a) 4/3
(b) 3v10
(¢) 9
(d) 63
Solucién:

Respuesta correcta: Opcién b)

Tome T en BC tal que RT L BC, tal como se muestra en la figura

A P B
R T
D Q c

AD || QR entonces ZADP = /DRQ asi APDA ~ ADRQ entonces
12 DA RQ RQ

4 PA DQ 3

y asi RQ) =9, entonces BT =3y RT =9, aplicando Pitdgoras se tiene que RB = 3v/10

11. (IIE, ITIN, 2015) En la figura adjunta JABC D es un cuadrado y ABEF es un tridngulo equiléte-
ro. Si el drea del JABCD es un metro cuadrado, determine el drea del ABEF




Solucién:
Si EC' = AF =z, entonces DFF = DE =1 — z. Note que 0 < x < 1.

El area del ABEF' se obtiene restando al area del HABC'D las areas de los tridangulos AABF,
ADFE y ACEB.

Luego,

dreadel ABEF = 1—-—- -~ 7 _ =

Si y denota la medida de cada uno de los lados del ABEF', de acuerdo con el teorema de Pitagoras

(aplicado a los tres tridngulos mencionados anteriormente) se tiene que 22 +1 = ¢? = (1 — z)? + (1 — z)*.

De esta manera:

?H1=0-2)+01-2)?
2 4+1=2(1—z)

2 +1=2(1-2z+2°)
0=2—4dz+22>—22—1
22 —4dzx+1=0
:c:4i\/216;_4:2:|:\/§

L

De los valores anteriores, z no puede ser displaystyle2 + /3 pues 2+ V3 > 1; asi, z = 2 — V/3.

area del ABEF = % (1 — 332)
- ;<1— (2—\/§>2>
- % (-6+4v3)

= -3+2V3

12. (IIE, ITIN, 2017) Considere el AABC, con BC =1, mZABC = 60° y el radio del circuncirculo

3 __
es 3 Si D es otro punto en el circuncirculo del AABC, tal que DC' pasa por el punto medio

de AB, determine DB.

Solucion:

Sean O el centro del circuncirculo, F el punto medio de AB y F el punto medio de BC; note
que los triangulos ABFO y ACFO son congruentes por criterio L-L-L.

Asi mZBFO = 90°; ademas ABFO y ACFO son especiales de 30° — 90° — 60°, por lo que
mZOBA = 30°=m/ZOAB.

Luego, mZAOB = 120° = mZBOC y mZCOA = 360° — 120° — 120° = 120°.

Por criterio L-A-L AAOB, ABOC y ACOA son congruentes, asi, AB = CA = BC =1, de
donde el AABC es equilatero de lado 1.



Asi, CD pasa por Oy OF _\/6§’ por lo que DE —\/f. Por Pitdgoras DB —\/33.
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