Primera Eliminatoria 2014 IIT NIVEL

1. La cantidad de resultados diferentes que se pueden obtener sumando dos nimeros distintos del

conjunto {1,2,3,---,10} corresponde a
(a) 11
(b) 15
(c) 17
(d) 18
Solucién c) 17

El ntimero méas grande que se puede obtener es 19 y el més pequeno es 3. Es facil comprobar
que se pueden encontrar los nimeros entre 19 y 3 incluyéndolos, por lo tanto, se pueden obtener
17 resultados distintos.

2. Una persona que mide 1,7m de alto mira la cispide de un edificio con un dngulo de elevacién
de 60°. Si el edificio tiene una altura de 4, 7m, entonces la distancia de la persona a la base del

edificio es

(a) v3m

47

b) —V3

) o

(c) 3m

(d) 3v3m
Solucién a) v3m

Sea x la distancia de la persona a la base del edificio. Segun la siguiente figura se tiene que

4,7—1,7 3 3 33
tan60® = 2— -2 _ 2 _2V2_ /3
a x 7T fan60° V3 3 va
47
60
1.7 ] ‘
X

3. Llamamos nimero sincero a un nimero entero positivo en el que ninguno de sus digitos es cero.
La cantidad de nimeros sinceros entre 4000 y 9000 es
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Solucién a) 3645

Observemos que:

Entre 10° y 10! hay 9 ntimeros sinceros
Entre 10* y 102 hay 9 niimeros sinceros
Entre 10 y 103 hay 93 niimeros sinceros

Ahora, entre 4000 y 9000 hay 5 grupos de 1000, cada uno con 93 ntimeros sinceros, por lo que
hay 5 - 9% = 3645

4. Tres nimeros enteros positivos a, b, ¢ cumplen que 11 veces el primero més 3 equivale a 9 veces
el segundo mas 7 y a 5 veces el tercero mas 2. El menor valor que puede tomar a + b+ c es

(a) 128
(b) 136
(c) 148
(d) 162
Solucién a) 128

Del enunciado del problema se tiene 11a + 3 = 90 + 7 = 5¢ + 2, de donde
9 + 4 5¢—1

‘= ‘T

Los valores de b y ¢ que generan valores enteros de a son:

:2,13,24, 35, ...
12,11, 20,29, ...
1 9,10,31,42, 53, 64, ...
:4,9,14,19, 24,29, ...

L O Q& o

Por lo tanto, a = 29,b = 35,¢ = 64 son los menores valores que satisfacen las condiciones.
Asia+b+c=128

5. Se colocan tres cuadrados como se muestra en la figura adjunta, en los cuales la medida de los
lados son 4z, 2z y x respectivamente. Si A representa un vértice del cuadrado de mayor longitud
y M el punto medio del lado del cuadrado de menor longitud, entonces la longitud del segmento
ADM en términos de = corresponde a

M
]

(a) 35z
75z

2
9v/5x
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(d) 5v/5z

75z
2

Solucién b)

Considerando la figura dada tenemos,

Aplicando el Teorema de Pitdgoras se tiene que,

AC =4z +2x+2 =Tz
CM:2$+$+%:%$
CM? + AC? = AM?

(AM)? = <;x>2 + (T2)?

4 -4
AM:\/fCL‘2+49CL‘2:\/549332:7\2/5$

6. En la Universidad de Pitagoras sélo hay profesores de filosofia y de matemdaticas. Se sabe que
1 de cada 7 matematicos es filésofo y 1 de cada 9 filésofos es matematico. Si en total hay 3
profesores que son matematicos y fildsofos a la vez, entonces el niimero minimo de profesores
que hay en la universidad es

Solucién b) 45
Como hay 3 profesores que son matematicos y fildsofos a la vez, hay al menos 21 matematicos

y 27 filésofos por lo que el nimero minimo de profesores de la universidad es 21 + 27 — 3 = 45.

7. Sea AABC rectangulo en ZC'y D un punto en AB tal que CD es altura. Si AD =3y DB = 12,
entonces la medida de C'D es

Solucién a) 6

Utilizando teorema de pitagoras AC? + CB? = AB? = AC? 4+ OB? = 15%. Sea h la medida de
CD, entonces por pitdgoras AD? +h? = AC? y DB? 4+ h? = C'B%2.Sumando miembro a miembro
AD?> + W2+ DB? + 2 = AC?> +CB?> = 32 +2r*+ 122 =152 =2n2 =72=h?> =36 = h = 6.
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8. Una persona empieza un recorrido desde un punto A desplazdndose inicialmente 100 km hacia
el oeste llegando a un punto B, luego se mueve 14 km hacia el norte llegando al punto C' y
finalmente se desplaza x km en linea recta hasta un punto D que se ubica a 6 km al sur del
punto A. Entonces la distancia total recorrida por dicha persona en kilémetros corresponde a

(a) 114 + 20v/26
(b) 120 + 20v/26
(c) 114 +26+/26
(d) 114 +15v/3

Solucién a) 114 +20v/26

Realizando una representacién gréfica del recorrido descrito tenemos,

C C
14 km
[E+14) km
A
B
B km
Pty 100 km o
100 km

Aplicando el Teorema de Pitdgoras tenemos,
(CD)? = 202 + 1002
(CD) = /10400 = 20/26
Por lo que el total recorrido es de
(100 + 14 4 20v/26)km= (114 + 20+/26)km
9. En la figura adjunta AABC es equildtero de lado 3. Si BE = DA = FC = 1, entonces la medida
del ZDFFE corresponde a
A

Solucién c) 30°

Observe que AE = AB — BE =2y AF = AC — FC = 2, asi AAFEF es isésceles y como
ZA = 60°, entonces AAEF es equildtero. Ahora, AF = FE y DA = DE = 1, por criterio
l—1l—1AFAD =2 ANFED por lo que ZDFA = /DFE y DF es bisectriz del ZAFE. Por lo
tanto, /DFFE = % = 30.
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V5 (VO +4V5+ V9 - 4V5)

10. El ndmero 5 es
(a) irracional
(b) racional no entero

)
)

(c) entero no natural
)

(d) natural

Solucién d) natural
Sea
V5 (VO 45+ /9 4/5)
T = 5
entonces

) 5(9 +4v5 +2v/9 + 4v5v9 — 45 + 9 — 4/5)
1

s (154281 (a7

4

5 (18 4 21/81 — 80)
4

= 25

Por lo tanto x =5

11. En la figura adjunta el AAOB es isdsceles y recto en O. Si O es el centro de la circuferencia
cuyo radio es 2 y AB = 4, entonces el perimetro de la figura es

A B
(a) 4437
(b) 4V2+ 3
(c) 4V/2+ 3w
(d) 4v2 + 4w
Solucién c) 4v/2 +3n

Considere la figura
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Considere la figura:

Cada lado del triangulo mide 2 + z, por Pitagoras

242"+ (2+2)? = (2r)?
=202+ 2)* =42
= (2+2)?=8
=242=18
=2=2V2-2
Ahora el perimetro esta dado por

3
Z'WT2+2.’E+2T

%w4+4f—4+4
3m+4V2

12. Mary Jane Watson y Harry Osborn observan, desde diferentes pisos de un mismo edificio, a
Spider-Man escalando la pared del edificio del frente. Si Mary Jane observa con un angulo de
elevacion de 30°, y el angulo de depresién de Harry es de 45° y la distancia entre los dos edificios
es de 30 metros, la distancia entre Harry y Mary Jane es

(a) 40v/3

(b) 30 +10V3
(c) 30v/3+10
(d) 30v/3+30

Solucién b) 30 + 10v/3

Considere la figura

30

45%

H,

Hy

30
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Asi se tiene que

M — tan45° = H; = 30 - tan45° = 30

Ademis

%:tan30°:>H2:30~tan30°:3().?:10\&

- H=H,+ Hy, =30+ 103

13. La cantidad de soluciones de la ecuacién

1 1
v@+2¢— 3—§¢§:1

€S

o

—_

d

infinita

_ —
o

~— ~ ~~ N
[\

Solucién b) 1

o5 o

1 1 1
:3+§v5—2 9—-x+3— V=1

4 2
ég—\/g—%x
i%zQ—ix
=25=36—ux

=z=11

.. la ecuacion tiene solo una soluciéon
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14.

15.

16.

Sea el AABC equildtero de lado 3, y sean D, E, F puntos en AB, BC, AC respectivamente tales
que AD = BE = CF =1, determine el perimetro del ADEF

(a) 9
(b) 6
(c)
(d)

£ %

Solucién d) 3v3

Considere la figura:

Los trangulos AADF, ACFE y AEBD son rectangulos (especiales) asi FD = FE = ED = /3

. ADEF =33

Dos comerciantes de vino deben llevar su producto en barco. Para no gastar su dinero pagan
el transporte con vino. El primero lleva 64 barriles, para pagar su viaje entrega 5 barriles y 40
monedas. El segundo lleva 20 barriles, paga con 2 barriles y recibe 40 monedas de vuelto. Si el
precio de los barriles es el mismo y el barquero cobra un monto fijo por cada barril transportado,
el valor de cada barril es

(a) 100
(b) 110
(c) 120
(d) 130
Solucién b) 110

Como el primero pagd con 5 barriles, en realidad transporté 59 barriles. Igualmente el segundo
comerciante transport6 18 barriles. Sea x el precio de cada barril y y el costo de su transporte.
Se tiene asi que

59y = 5z + 40
18y = 2z — 40

Resolvieno el sistema se tiene que y = 10 y x = 110

La cantidad de maneras distintas que se pueden acomodar los niimeros del 1 al 9 en una cuadricu-
la de 3 x 3 de tal manera que no hayan dos nimeros de la misma paridad (pares o impares) en
celdas que compartan un lado corresponde a

(a) 144
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17.

18.

(b) 2808
(c) 2880
(d) 3000

Solucién c) 2880

Si pintamos la cuadricula como se ve en la siguente figura, se observa que los niimeros pares
deben ir en celdas blancas y los impares en celdas negras, ya que hay 5 impares y 4 pares. Los
pares se acomodan de 4! = 24 formas y los impares de 5! = 120 formas, por lo tanto, en total
hay 24 - 120 = 2880 formas de acomodar los nimeros.

b b
Si a y b son dos niimeros reales positivos tales que % + o= 3 entonces el valor de ¢ i_ 2 es
(a) V2
(b) V3
(c) 2
(d) V5
Solucién d) V5
b
La ecuacion % 4+ — = 3 es equivalente a
a
a®> +b* = 3ab (1)

Si en ambos miembros de la ecuacién (1) se suma 2ab se obtiene (a + b)? = 5ab. Si en (1) se
suma —2ab se obtiene (a — b)? = ab. Ahora,

<a+b>2_ (a+b)? _5ab_5

a—b) (a—b2 ab
a+b

Por tanto, —— = /5.
a—1b

En la figura los segmentos AB y CD son paralelos y mZADC = 2m/ZABC. Si a = AD y
b = CD entonces la longitud del segmento AB es
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Solucién b) a+b

Sea P el punto de interseccién de la bisectriz del ZADC, por ser AB y C'D paralelos mZAPD =
m/PDC ya que son angulos alternos internos y como mZADP = m./PDC entonces el tridngulo
APD es isésceles con AP = AD. Como mZAPD = %mAADC’ = mLABC se tiene que PBDC
es un paralelogramo y asi PB = DC'. Finalmente AB = AP+ PB =a +b.

1
19. Sean a, b, z,y niimeros reales tales que zy = by — + — = a. El el valor de (x+1y)? es
& Yy

)
b) b(ab + 2)
1
—+2b
© 1+
(d) ab(b+ 2)
Solucién b) b(ab + 2)
1ot otz 1 2 1 1y 2
TP y2 2?2 axy w2 oxy \z oy Ty
[z +y 2_3
B ry ry
(z+y)?* 2
(zy)*  ay
_ (@ty)? 2
N b2 b

Entonces (z +y)? = b? (a + %) = b(ab + 2).

20. Si la suma de las medidas en grados de los dngulos A, B, C, D, E, F' de la figura es 90n entonces
el valor de n corresponde a

10
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21.

22.

Solucién b) 4

Sean P y @ las intersecciones de AD con BF y EC respectivamente. Si se denota /P = ZFPQ
y £Q = ZEQP, dado que la suma de los angulos internos del cuadrilatero EF PQ es 360°, y la
suma de los tres dngulos internos en cada uno de los triangulos DPB y AQC es 180° obtenemos
las siguientes tres ecuaciones:

LFP+/P+/Q+ ZFE = 360°
/ZB+ (180° — ZP)+ 4D = 180°
ZC 4+ (180° — ZQ) + LA = 180°
Si se suman estas tres ecuaciones se obtiene que 90n = ZA+/B+/C+ 4D+ /R+ ZF = 360°,

y asi, n = 4.

Determine el valor de la siguiente operacién

(2014 — 1) - (2013 — 2) - (2012 — 3) - - - (2 — 2013) - (1 — 2014)

(a) O

(b) (2013 -2011-2009---5-3-1)2

(c) —(2013-2011-2009---5-3-1)?

(d) 2014

Solucién c) —(2013-2011-2009---5-3-1)?

Observe que la suma en cada paréntesis es el mismo niimero 2015. Entonces se puede ver que
(2014 — 1)(2013 — 2) - - - (1009 — 1006) - (1008 — 1007) = 2013 - 2011 - 2009 - 3 - 1.

Es decir el producto de todos los nimero impares desde 2013 hasta 1. El niimero de impares
hasta 2013 es 1007 nimeros.

Ahora bien el producto
(1007—1008)(1006—1009) - - - (3—2012)(2—2013)(1—-2014) = —1-—3-—5---—2009-—2011-—2013.

Esta ultima cantidad es en valor absoluto igual que la anterior, por el momento. Necesitamos
ver cuantos signos menos hay. Con lo establecido en el parrafo anterior sabemos que hay 1007
signos menos, luego su producto es - el producto de los nimeros impares desde 2013 hasta el 1.

En resumen, todo el producto es igual a —(2013 - 2011 -2009---5- 3 - 1)2.

2

. T
Siacota=bcsca, 0 <a< 5 entonces el valor de a? csc? a — b? cot? o corresponde a

(a) a+b
(b) a® +b?

11
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(d) 0
Solucién b) a? + b?
COS & 1
acota =becsca = a =b = cosa = —
sen o senqa a
a
a2 — 12
I}
b
a b
csca = — N cotav = ——
a2 — b2 a2 — b2
5 5 (14 b4

)
a“csc“a— b cota = -
@2 _b o _p2

a* — vt
T o2

(a® — b*)(a® + b?)
- a2 — b2
= a®+b?

23. Al factorizar el polinomio 9z%y® — 2422132 + 72" uno de los factores que se obtiene es

Solucién d) 322y3
92490 — 242232 + 77 = (9x4y — 24?3z + 1622) — 922
= (3z%y3 —4z2)? — 927
(39: Y3 — 4z — 32)(32%y3 — 4z + 32)
(32%y* — 72)(32%y° — 2)

24. Segun los datos de la siguiente figura, el valor de cos(75°) es

12
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30

VB V2
@) =5

32 +16V3
(b) 8
16 + 8v/3
2v/3 -2
32 + 1613
(d) ———F=—
4423

Solucién a)

A

B 4 E 43 — 4 C

4v3
m/BAC = m/BEA = 45° pues AABE es rectangulo isésceles. Ademas m/EAD = 15° ya
que mZBAC = 60°. Asi mZAED = 75° puesto que AAED es rectangulo.
AFE = 4/2 (tridngulo especial 90 — 45 — 45)
BC =43 (tridngulo especial 90 — 30 — 60)
EC=BC—-EC=4V3—4

43—-4
5 =

ED = 2V/3 — 2 (tridngulo especial 90 — 60 — 30)

2v3-2 V3-1 V6—-+2
W2 22 4

Por ultimo cos 75° =

13
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25. Si 22 +y? + 22 = xy + 2z + yz entonces la expresion

; $8+y8+28+ N l‘9+y9+29+ 0 $10+y10+210
(z+y+2)8 (z+y+2)° (z+y+2)10

es igual a
(a) 1
(b) 2
(c) 3
(d) 4

Solucién a)l

Si se multiplica por 2 la ecuacién z? 4+ y? 4+ 2% = xy + 2 + yz se obtiene
(@ =92+ @y -2+ (x—2)°>=0

conlocualz —y=y—z=2—2=0, 0sea, x =y = z y entonces

7$8+y8+28 8‘T9+y9+29 91‘10+y10+2’10
8+ 9+ 10
(z+y+z) (z+y+2) (+y+2)

S+ ad+ 28 9+ a%+ 2% 2104 2104 210
= + + 10
(x+z+x)8 (x+z+x)° (x+z+2)
B 3m8 3x9 310
- 3$)10
@ ﬁs f
1

1
_333
=1

14



