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Estimado estudiante:

Puede consultar la lista de estudian-
tes clasificados a partir del viernes
30 de junio, en la siguiente direccién
electrénica:

La Comision de las Olimpiadas Costarricenses de Matemé-
ticas 2017 le saluda y le da la mas cordial bienvenida a la
Primera Eliminatoria Nacional de estas justas académicas,
deseéndole los mayores éxitos.

La prueba consta de un total de 25 preguntas de selecciéon
tnica.

www.olcoma.com

INDICACIONES GENERALES

e Debe trabajar en forma individual.

e Las respuestas a las preguntas que se le formulan, deben ser consignadas UNICAMENTE en la hoja
de respuestas que se le ha entregado.

e Los dibujos que aparecen en la prueba no necesariamente estan hechos a escala.

e El formulario de preguntas es suyo, por lo que puede realizar en él todas las anotaciones, calculos o
dibujos que le sean necesarios para resolver satisfactoriamente la prueba.

e No se permite el uso de hojas adicionales.

e Los tinicos instrumentos cuyo uso se permite son los necesarios para escribir y dibujar. Se prohibe
el uso de libros, libretas de notas, tablas y calculadora.

e Fl examen tiene una duracién méxima de tres horas.

e FEscriba claramente los datos que se le solicitan en la hoja de respuestas.

SIMBOLOGIA
AB segmento de extremos A yB LABC ~ Z/DEF  congruencia de dngulos
AB medida de AB AABC 2 ADEF  congruencia de tridngulos
E rayo de extremo A y que contiene a B ABC + DEF correspondencia respectiva
entre puntos
1@ recta que contiene los puntos Ay B NABC ~ ADFEF semejanza de triangulos
/ABC angulo de rayos ﬂ y B? AB=CD congruencia de segmentos
m/ZABC medida de ZABC AB arco de extremos Ay B
NABC tridngulo de vértices A, B, C mAB medida de AB
OABCD  cuadrilatero de vértices A, B, C, D (ABC) area de AABC
I paralelismo (ABCD) area de JABCD
1 perpendicularidad P-Q—-R P, @, R puntos colineales,
con @ entre los puntos Py R
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1. Existen ntimeros de tres digitos que tienen la siguiente
propiedad: si se remueve el primer digito, se obtiene
un cuadrado perfecto y si se remueve el ultimo digito,
también se obtiene un cuadrado perfecto. La suma de
todos los ntimeros con esta curiosa propiedad es

(d) 1993

e Opcién correcta: d

e Solucién:

Los cuadrados perfectos de dos digitos son 16, 25, 36, 49, 64 y 81, por lo tanto, tédos los ntimeros
que cumplen esta propiedad son 164, 364, 649 y 816, que suman 1993.
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2. Considere todas las posibles figuras distintas que
pueden formarse con tres tridngulos rectédngulos
isosceles congruentes, de manera que cada uno de
ellos siempre comparta un lado con alguno de los
otros. Si la medida de un cateto es 1 cm, la diferencia
en centimetros entre el mayor perimetro y el menor
perimetro es

(d) 3v2 -2

e Opcién correcta: ¢

e Solucidn:

Las posibles figuras, sin contar simetrias ni rotacon, son las siguientes.

Se observa que el mayor perimetro es 2 + 3v/2 y el menor es 4 4+ v/2, por lo que la diferencia es

2v/2 — 2
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3. En la figura adjunta se muestra un diagrama que se
desea completar insertando tres ntmeros, uno en cada
espacio vacio. Se desea que la suma de los primeros
tres nameros sea 100, que la suma de los tres del
medio sea 200 y que la suma de los tres dltimos sea
300. El namero que debe insertarse en el centro del
diagrama es

(a) 50
(b)

()
(d) 80

=)
@)

(o] [ [ [130]

70

e Opcion correcta: b

e Solucidn:

Asumamos que los nimeros que no estan en el diagrama son A, B y C de la siguiente manera:

| 10] A[ B] C] 130]

Con estos datos se concluye que

10+ A+ B =100
A+ B+ C =200
B+ C + 130 = 300

* De la primera ecuacion se tiene que A + B = 90, y de la segunda se obtiene que B + C = 170.
Sumando estos resultados, se obtiene A + 2B + C' = 260. Ahora, notese que

B=(A+2B+0C)— (A+ B+ C) =260 — 200 = 60

* Alternativo

De la primera ecuacién se tiene que A + B = 90, y sustituyendo esto en la segunda ecuacién se
obtiene que C' = 110. Al sustituir C en la tercera ecuacion se obtiene B = 60, que es el valor
buscado.
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4. Un juego de mesa consiste en seleccionar 22 cartas en
las que se han escrito enteros positivos desde el 1 al
22 y tomar parejas para formar fracciones. La mayor
cantidad de estas fracciones que pueden ser enteras es

(a) 7
(b)

(c)
(d) 11

Ne)

10

e Opcién correcta: ¢

e Solucién:

Existen 3 ntimeros primos mayores que 11, estos son 13, 17 y 19 por lo que se puede utilizar
uno de ellos con el ntimero 1, y los otros dos se pueden tomar como una pareja de manera que
solo quede una fracciéon no entera, las deméas cartas es posible elegirlas de manera que formen
fracciones que sean enteras, por que se tiene 10 parejas maximo.

. 17 .
Por ejemplo, se puede tomar o como la fraccién no entera, y luego

13 22 21 20 18 16 15 14 12 4

1711737100978 577762
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5. Al factorizar la expresion 6zty* + /322y 2w — 32%w?,

uno de los factores es

(a) 222y + 3zw

(b) 32%y? + /32w
(c) 22%y% — V32w
(d) 22%y* + V3zw

e Opcién correcta: d

e Solucién:

Observe que

6zty* + V3222 2w — 322w? = (32%y? — V32w)(22%y2 + V32w)
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6. La cantidad de divisores que tiene el niimero 2017217

que son cubos perfectos es

(d) 2017
e Opcion correcta: b

e Solucidn:

Primero observemos que 2017 es primo, entonces para que un niimero sea cubo perfecto y divisor
de N = 20172917 debe ser de la forma 2017% cona =3k y 0 < a < 2017, es decir, 0 < 3k < 2017.
Como 2017 no es multiplo de 3, se tiene 0 < 3k < 2016 de donde 0 < k < 672. Como se incluye
el cero, n puede tomar 673 valores.
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7. En un AABC se tiene que AB = 3, AC = 2V2 y
mZBAC = 45°. Si mZABC = 3, entonces cos 3 es

2 5l sl-

22
3

e Opcion correcta: a
e Solucién:
Sea D el pie de la perpendicular desde C sobre AB.

Se tiene entonces que AADC' es rectangulo isosceles,
por lo que AD = DC = 2.

Luego DB = AB — AD = 1y como ABDC es
rectangulo, por Pitagoras se tiene que BC = +/5.
1

V5

Entonces cos g =

2v2
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8. La cantidad de nameros de tres digitos distintos,
tales que el producto de sus digitos sea un cuadrado
perfecto es

e Opcién correcta: d

e Solucidn:

Analizaremos dos casos:
I Caso: alguno de los digitos es cero.

En este caso el producto de los digitos siempre sera cero, el cual es cuadrado perfecto. Hay dos
posibilidades para escoger el digito cero (el digito de las unidades o el de las decenas); para
el digito de las centenas hay 9 posibilidades y para el otro digito no nulo hay 8 posibilidades.
Entonces la cantidad total en este caso es 2-8-9 = 144

IT Caso: ninguno de los digitos es cero.

Para que dados tres digitos distintos su producto sea cuadrado perfecto, este debe estar formado
dnicamente por potencias de 2 o de 3. Con esto se descartan los cuadrados 25, 47, 100, 121. Tam-
bién se descartan 4 y 9 pues se deberia repetir un digito. Quedan tnicamente 6 posibilidades:
16=2'=1-2-8

36=22.32=1-4-9=2-3-6

64=20=2.4-8

144=2%.32=2.8-9=3-6-8

Para cada uno de ellos hay 3! = 6 maneras de ordenarlos para formar ntimeros de tres digitos,
por lo que en total hay 6 - 6 = 36 formas en este caso.

En total hay 144 + 36 = 180 ntmeros que cumplen lo pedido.

10
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9. En una institucién de educacion secundaria de Costa
Rica, se decidié nombrar a 31 de sus estudiantes para
que integren las tres delegaciones que participaran
en Olimpiadas Nacionales de Matematica, Quimica
y Biologia, respectivamente. Las delegaciones se
conformaron de tal manera que hay dos estudiantes
en Biologia y Matematica a la vez, hay tres estudian-
tes en Quimica y Matemética a la vez, hay cuatro
estudiantes en Biologia y Quimica a la vez, y solo un
estudiante participa en las tres delegaciones a la vez.
Si se sabe que los estudiantes que son integrantes de
una tunica delegaciéon se distribuyen equitativamente
entre las tres delegaciones, entonces el numero de
miembros de la delegacién de Matematica es

(a)
(b)
(c)
(d) 14

—_

2

13

e Opcion correcta: b

e Solucidn:

Hay 2 estudiantes en Biologia y Matematica a la vez y un estudiante participa en las tres de-
legaciones a la vez, por lo que 2 — 1 = 1 estudiante participa exclusivamente en Biologia y
Matemética.

Hay 3 estudiantes en Quimica y Matematica a la vez y un estudiante participa en las tres
delegaciones a la vez, por lo que 3 — 1 = 2 estudiantes participan exclusivamente en Quimica y
Matemaética. Hay 4 estudiantes en Biologia y Quimica a la vez y un estudiante participa en las
tres delegaciones a la vez, por lo que 4 — 1 = 3 estudiantes participan exclusivamente en Biologia
y Quimica.

Asi, quedan 31 — 1 — 1 — 2 — 3 = 24 estudiantes que integran una sola delegacion a la vez. Como
los estudiantes que son integrantes de una tnica delegacién, se distribuyen equitativamente entre
las tres delegaciones, hay 24 =+ 3 = 8 integrantes exclusivos en cada delegacion.

Finalmente, el nimero de miembros de la delegacién de Matematica es 8 +1+ 1+ 2 = 12.

11
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3
10. El valor de la expresion T 22811772 —;210182 es
(a) 1007
(b) 1008
(c) 2016
(d) 2017

e Opcién correcta: b
e Solucioén:

Observe que

3 —1 (x—1)(z®+24+1) z-1

I1+22+ (z+1)2 2@2+2z+1) 2

Luego, con x = 2017 se obtiene que

20173 — -
0173 — 1 _ 20171 s
1420172 + 20182 2

12



I Eliminatoria 2017 - Solucién IIT Nivel

11. En un juego se colocan fichas en una cuadricula
n X n y al seleccionar, sin quitar, una ficha cualquiera
se eliminan todas las que estdn alineadas con ella,
tanto horizontal, vertical y diagonalmente. Si el
tablero es de 1000 x 1000, la cantidad méxima de fi-
chas que pueden eliminarse al seleccionar una casilla es

(d) 3996
e Opcién correcta: ¢

e Solucidn:

Observamos que la mayor cantidad de fichas se elimina al seleccionar cualquiera de las cuatro
casillas centrales, ahi se cancelan (n — 1) fichas de la fila, (n — 1) de la columna, (n — 1) de la
diagonal mayor, ademas de (n — 2) de la diagonal menor, es decir, 3(n — 1) + (n — 2) = 4n — 5.

Para n = 1000 se tiene 4 x 1000 — 5 = 3995.

13
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12. En la figura adjunta se tiene que el AABC es un
tridngulo rectangulo con mZBAC = 90°, el AADB es
también un tridngulo rectangulo con mZADB = 90°,
E es el punto de interseccién de los segmentos AD y
BC.Si AC =15cm, AD = 16 cm. y BD = 12 cm, en-

tonces el area del AABFE, en centimetros cuadrados, es

(a) 50 ¢
(b) 75 o A
() 100
(d) 150
A B

e Opcioén correcta: b

e Solucidn:

De acuerdo con la informaciéon dada, considere la siguiente figura:

C

Por el Teorema Pitagoras, se tiene que: AB = /162 + 122 = 20 c¢m.

AB A
Observe que AABC ~ ADAB por el criterio de semejanza lado-angulo-lado, pues — ¢

DA~ DB’
Entonces, mZ/BAE = m/ZABE y por lo tanto AABE es isosceles.

Se traza la altura del AABE que interseca al segmento AB en el punto F', AF = FB = 10cm.

F
Por otro lado, ABFE ~ ABAC por el criterio de semejanza angulo-angulo. Entonces, — =

BF 1 15 AC
L = em.
BA 2 5 M

1 1 15
Por lo tanto, el area del tridangulo (AEB) = 5 -AB-FE = 3 20 - 5 = 75 cm?.

14
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13. Cinco enteros se escriben en circulo de forma que no
haya dos o tres numeros consecutivos cuya suma sea
miltiplo de tres. La cantidad de esos cinco niimeros
que son divisibles por tres es

(a) O
(b) 1
(c)

(d) 3

2

e Opcién correcta: ¢

e Solucién:
Si hubiera tres multiplos de 3, en cualquier caso quedarian dos
consecutivos.
Si hubiera solo un multiplo de 3 va a estar a la par de uno de la
forma 3a + 1 o0 3b+ 2 y no pueden quedar dos distintos seguidos, 7
pues su suma (3a+ 1)+ (3a+2) = 6a + 3 = 3(2a + 1) es multiplo ’
de 3. Entonces tendrian que quedar tres seguidos del mismo tipo
y su suma es multiplo de 3. (3a +1) + 3a + 1)+ (3a+ 1) 6
(Ba+2)+ (3a+2) + (3a +2)
Si no hay maultiplos de 3 los ntimeros son de la forma 3a+1 o 3b+ 2 y es analogo al caso anterior.
Por lo tanto, el tnico caso posible es cuando hay solo dos multiplos de 3 (ver figura adjunta).

0 1

15
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14. Soffa apostd contra Ana que al tirar tres monedas
si salian més escudos que coronas ella ganaba y si
salian més coronas que escudos ganaba Ana. Si la

1
probabilidad de salir escudo en una moneda es 3 en

2 1
otra es — y en la otra es T entonces la probabilidad

que tiene Ana de ganar es

9

(a) By
11

) 5

13

24

15

24

e Opcién correcta: ¢

e Solucién:

Primero ordenamos la probabilidad que tiene cada moneda de sali escudo o corona:

Moneda | 1 | 2 | 3

1 2 1
Escudo ? ? %
Corona 5 3 1

Veamos las posibles combinaciones de resultados, hay 8 posibles combinaciones, de las cuales las
primeras 4 son los casos en que Ana gana, cuando salen mas coronas que escudos:

E

C|C|C|E|C|E|E
C|C|E|C|E|C|E]|E
CIE|C|C|E|E|C|E

De acuerdo a la primera tabla, las probabilidades de cada uno de estos casos es:

113 111 123 113 13

2 3 4 234+234+234_24

16
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15. Sea el AABC en el que la mediana desde A es
perpendicular a la mediana desde B. Si BC = 7y
AC = 6, entonces AB es

(a) 4
(b) 2v/5

e Opcién correcta: ¢

e Solucion: Considere la figura

F es el baricentro.
Aplicando Pitagoras en el AAFE se tiene que 4a® 4+ b> = 9.

Aplicando Pitagoras en el ABFD se tiene que a® + 4b*> = %9.

Sumando ambas ecuaciones se tiene que 5a? + 5b% = % de donde 4a® + 4b* = 17.

Ahora, aplicando Pitagoras en el AAF B se tiene que

AB? = 4a® + 40> = AB? =17 = AB = V17

17
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16. Considere el sistema de ecuaciones lineales
r—3y=a
mr+y==0

za, siempre se cumple que el sistema

en el que a,bbm € R. Con certe-

no tiene solucién si m < 0

(a
(b

tiene solucién tnica si m > 1

(c) tiene infinitas soluciones sia =b =10

)
)
)
(d) tiene solucion para cualesquiera valores a y b

e Opcion correcta: b

e Solucidn:

De la primera ecuacion, x = a + 3y. Sustituyendo este resultado en la segunda ecuacion se tiene

m(a+3y)+y=">
= ma+3my+y=>
= Bm+1l)y=>b—ma
b—ma
3m+1

= y=

. : : . -1 .
El sistema posee solucién tnica siempre que m # 3 y de las afirmaciones solo la segunda se

cumple siempre.

18
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17. En la figura adjunta, el JABCD es cuadrado de 4 cm?
de area, M es el punto medio de ABy MN L MD,
con B— N — C. El area en cm? del ADMN es

5 A D
(a) 3
O
M
(© 3
4
@ JERY )

e Opcioén correcta: b

e Solucién:

Como JABCD es un cuadrado de 4 cm? de area, cada uno de sus lados mide 2 cm. Si x = BN,
se tiene que NC =2 — .

En el AAMD vy utilizando el teorema de Pitagoras, M D = /22 + 12 = /5.
En el ABMN vy utilizando el teorema de Pitagoras, M N = v/z2 + 1.

En el ACND vy utilizando el teorema de Pitagoras, ND = /4 + (2 — 3:)2.
Asi, el teorema de Pitagoras aplicado en el AM N D indica que

5+a?+1=4+(2—z)

= 6+x>—4=4—4x + 2°
= 2-—4=—4g
N 1
I,
2
1\2 5
= MN = - 1=4/2
() +1=3

1
Luego, el area del ADMN es 3 V5 - \/i = Z

19
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18. En una fiesta se sabe que todas las personas se salu-
daron entre si y que hubo 190 saludos. La cantidad de
personas que asistieron a la fiesta es

(a) 17
(b)

(c)
(d) 20

—_
co

19

e Opcioén correcta: d

e Solucidn:

Sea n el nimero de personas. Para que se dé un saludo se necesitan 2 personas y el nimero de

-1
saludos distintos es igual a las combinaciones de n tomadas de 2 en 2, es decir, (72‘) = n(nQ)
-1
Asi, n(nQ) =190 de donde n? —n = 380 = n? —n — 380 = 0 = (n — 20)(n + 19) = 0, con lo
cual n =20 o n = —19. Por lo tanto, asistieron 20 personas a la fiesta.

20
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19. Considere los niimeros de la forma
1a1+12a2+123a3++123nan

donde los coeficientes aq1,a9,as,...,a, son enteros,
tales que 0 < ap < k. Al expresar 2017 de esa for-
ma, la suma de los coeficientes a1 +as+asg+- - -+ay, €s

9

—_

(a
(b) 10

)
b)
()
(d) 12

11

e Opcién correcta: ¢

e Solucidn:

Notese que 1-2-3-4-5-6- = 5040 > 2017, asi que
2007=1-a1+1-2-a0+1-2-3-a3+1-2-3-4-a4+1-2-3-4-5-a5+1-2-3-4-5-6-ag

Es decir 2017 = a1 + 2a9 + 6ag + 24a4 + 120as + 720as.

Es claro que a; = 1 y ag = 2, entonces se tiene que

576 = 2as + 6as + 24a4 + 120as, y ahora se tiene que as = 4, entonces

96 = 2a9 + 6as + 24a4 y entonces ag = a3 =0y aq = 4.

a1t aytazt+agstas+ag=1+04+0+4+4+2=11.

21
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20. En el AABC, m/BAC = 60°, m/ABC = 45° y
AC = 30. Si h es la longitud de la altura desde A
y h? = m + ny/3, con m y n ntmeros naturales,
entonces el valor de m es

(a)
(b) 450
(c)
(d) 900

675

e Opcion correcta: b

e Solucién:
Sean P y @ los pies de las perpendiculares desde A yC B
respectivamente.
Como m/B = 45° entonces mZBCQ = 45° (triangulo
rectangulo isosceles) y mZQCA = 30° (pues mZA =
60° y AACQ es rectangulo). P
Ahora, como AC = 30 se sigue que CQ = 15v/3 y
AQ = 15 (Triangulo especial 30°,60°). Ademas, QB =
15v/3, (Triangulo especial 45°) por lo que AB = 15 +
15V/3. c
También, como AAPB es rectangulo isésceles y AP = h, entonces AB = hy/2 (Triangulo especial
45°). Asi, hv/2 = 154+ 15v/3 = (hv/2)? = (15 + 15v/3)%2 = h% = 450 + 225+/3. Por lo tanto,
m = 450.

22
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21. Si a y b son las soluciones reales de la ecuacion
22 — 7x + 3 = 0, entonces 2ab — a — b es una
solucién de

(a) o 4+222 + 2 +2

(b) 2% — 2% — 222 4+ 2z

(c) ot — 222 — 32 — 2
(d) x* —22% -3

e Opcidn correcta: ¢

e Solucién:
Se tiene 22 — 72 +3 = (v —a)(x — b), entonces ab =3 y a+b = 7, por lo tanto 2ab—a —b = —1.

De las opciones la tinica que al evaluar —1 da como resultado 0 es la (c).

23
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22. En la figura adjunta, el AABC' es un triangulo isésce-
lesconCB=CA=8cm, A-E—-C,C—-D—-B,DE
es la mediatriz del AABC correspondiente con BC.

Si se tiene que —— — entonces el area en cm? del
M re =3
ANABC es

(a) 85

(b) 12v/5

D
(0 188
c) —°
3 E
3245
@ 28 ) ]
3
e Opcién correcta: d
e Solucioén:
AE 1
Si AE = t EC =3z — — =
i x, entonces T -ya que - C =3

Luego, AC =8=4r=8= 12 =2.

En el ADCE (que es un triangulo rectangulo), DC' = 4 (DE es

mediatriz) y EC = 6; aplicando el teorema de Pitagoras, se tiene

que 62 = 4% + DE? = DE = 2V/5. 6
* Sea FA la altura del AABC correspondiente con BC'.

Por ser &ngulos correspondientes entre paralelas se tiene que

Q

ADEC = LFAC = a. s D
Asi, ADEC ~ AFAC (criterio de semejanza A-A-A) y se tiene

FA AC FA 8 8[

e e e = FA= />
W DE T ECT 2\[ 6 3 A B

1 2
Luego, (ABC) = 3 8. 8\3[ 3 3\/3
* Alternativo
AC-CB-

Sea ala medidad del ZACB. En ACED se tiene sena = \ég, por lo que (ABC) = ¢ 02 sena

32/5
3

24
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23. Sean a y b numeros reales positivos, tales que

a? — b* = 2. Una solucién de la ecuacion
b2 a? B b a; a
es
(a) a—0
(b) a+b
(c) a(a—1)
(d) a(a+b)

e Opcién correcta: d

e Solucién:

Observe que

b2 a?

402 b2 2a
— 4+ —=+4=|—+

Ademaés, como a, b son positivos entonces

Jre2 v (2 b
b2 a? a b a
2a b

b

Luego,

b2

despejando se obtiene que

25

402 b2 a—2>b b 2a
S +4= e 4
a a
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24. La cantidad de pares de enteros positivos (a,b) que
cumplen que a + 3b < 100 y que a + b divide a
a® 4 ab + 2b es

(a) 50
(b)

()
(d) 24

W
Nej

25

e Opcién correcta: d

e Solucidn:

a+bla®*+ab+2b < a+bla(a+b)+2b< a+b2b=a+blb+b+a—as a+bb—a.

h—

Como 0 < |TC;| < 1 entonces a — b = 0, por lo que a = b, de donde 4a < 100 = a < 25, por lo
a

que hay 24 pares (a,b) que cumplen lo querido.
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I Eliminatoria 2017 - Solucién IIT Nivel

25. Sea JABCD un cuadrado, F' y F los puntos medios
de AB y BC, respectivamente. Si G es la interseccion

_ _ E
de DF con C'E, entonces ac es

N w Wi ot N

e Opcién correcta: d

e Solucidn:

Note que ADCF = ACBE, por (L-A-L). Entonces ZGCF = /FDC y como mZC = 90° se
tiene mZCGF = 90°, por lo que ADCF ~ ACGF'. Entonces

_Dbc_Ge _BC
~ CF GF BE

Sea x = GF, entonces por Pitagoras y las razones anteriores encontramos GC' = 2z y EC =

VBHFC? = 5z, asi la respuesta es
or —2x 3

2 2
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