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Estimado estudiante:

La Comisién de las Olimpiadas Costarricenses de Matemaéticas 2021 le saluda y le da la més cordial
bienvenida a la Primera Eliminatoria Nacional de estas justas académicas, desedndole los mayores
éxitos.

La prueba counsta de un total de 20 preguntas de seleccién tinica.

INDICACIONES GENERALES

e Debe trabajar en forma individual.

e Las respuestas a las preguntas que se le formulan, deben ser consignadas UNICAMENTE en el
cuestionario virtual.

e Los dibujos que aparecen en la prueba no necesariamente estidn hechos a escala.

e Los Gnicos instrumentos cuyo uso se permite son los necesarios para escribir y dibujar. Se prohibe
el uso de libros, libretas de notas, tablas y calculadora.

e FEl examen tiene una duracién méxima de tres horas.

SIMBOLOGIA
AB segmento de extremos A yB /ZABC =~ Z/DEF  congruencia de angulos
AB medida de AB AABC =2 ADEF  congruencia de tridngulos
/@ rayo de extremo A y que contiene a B ABC + DEF correspondencia respectiva

entre puntos

AB recta que contiene los puntos A y B AABC ~ ADEF  semejanza de tridngulos
ZABC angulo de rayos BA y BC AB=CD congruencia de segmentos
m/ABC medida de ZABC AB arco de extremos Ay B
AABC  triangulo de vértices A, B, C mAB medida de AB
OABCD  cuadrilatero de vértices A, B, C, D (ABC) area de AABC
I paralelismo (ABCD) area de JABCD
1L perpendicularidad P—-Q-R P, ), R puntos colineales,

con @ entre los puntos Py R
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1. En la figura, BD | AC y EF | BD. Si AD =14, DC = 36 y el drea del tridangulo ABC
es el doble que el area del triangulo EFC, entonces la medida de EC corresponde a

(a) 15 B

(b) 18 F

(c) 25

(d) 30 A D E c

e Opcioén correcta: (d)

e Solucion: Note que BD y F'E son alturas respectivas de los triangulos ABC'y EFC. Sea H = BD,
h=FFyax=EFEC.

h

Se tiene que (ABC) =25H y (EFC) = %

. . H 36 ) 36h
Por semejanza, se obtiene que =g yeste=—r.
x

H
Luego, como (ABC) = 2(EFC), entonces se tiene que 25H = zh y sustituyendo la x, se obtiene

5H
que5H:6hyh:?.

5H
36 - 511
H

2. En la figura, BE y BD son la altura y la mediana respectivas del tridngulo ABC. Si
m/BAC = 60° y mZACB = 30°, entonces tan « corresponde a

(a) 3+3

Finalmente, se tiene que z = = 30.

\/g B
) Y
© 28
[}
A E D
(@ 3+3\/§

e Opcién correcta: (b)

e Solucién: Sea x = ED y BE = h. Como BD es mediana del AABC, entonces AD = CD. Se
tiene entonces que CD = AFE + x.

h h h V3h
L tan 60° = — AF = — y tan30° = ——— = —.
uego, tan AE:> \/gy an 2x+AE:>x 3

Asi, tana =

“|%



I Eliminatoria 2021 - Solucion Nivel ITIT

3. Sean a y b nimeros enteros, tales que al menos uno de ellos es positivo y a + 5b < 40.

. Cuantas parejas (a, b) satisfacen que m =97
(a) 4
(b) 19
(c) 23
)

(d) Infinitas
e Opcioén correcta: (d)

e Solucién: Note que

a

- =43

b

a==+£3b

a) Si a = 3b entonces a + 5b = 3b + 5b = 8b < 40, por tanto b < 5. Para que al menos uno sea
positivo entonces 0 < b < 5, con lo cual hay 4 pares ordenados.

b) Sia = —3bentonces a+5b = —3b+5b = 2b < 40, por tanto b < 20. Como a y b tiene signos
contrarios hay una infinidad de pares ordenados.

4. En una reunién, respetando el distanciamiento, participan 20 personas. De estas, 15 se conocen entre
ellos, mientras que los otros 5 no conocen a ninguno de los participantes. Los que se conocen, se saludan
chocando los codos, mientras que los que no se conocen, saludan levantando la mano. ; Cuéntos saludos
levantando la mano ocurren?

(a) 75
(b) 85
(c) 95
(d) 100

e Opcién correcta: (b)

e Solucién:

Cada una de las 15 personas que conoce a las demés saluda a 5 personas levantando la mano.
Por otro lado, las 5 personas que no conocen a nadie saludan a 19 personas levantando la mano.
Como cada saludo se cuenta dos veces, entonces la cantidad total es

15x5+5%x19
. -

85.
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5. Los cuadrados de la figura son todos iguales, en ellos se han marcado los puntos medios de sus
lados. En cada cuadrado se ha sombreado un area y se le ha llamado a la medida de esas areas
sombreadas S1, Sa, S3, S4, S5 tal como se muestra.

Sea L el area de uno de los cuadrados. De las siguientes relaciones, la que es CIERTA es

(a) So+ S5+ 51 <Ss+ 53
(b) S1 4 S2 <S4+ Ss
S4<85=51=5<5

(c
(d 554-532%

a

)
)
)
)

e Opcién correcta: (d)

e Solucién: Se puede observar que cada area sombreada esta determinada por cuartas partes a
excepcion del circulo.

2L
C A
53>LZ
55_Z

5L
Comparando areas obtenemos que S5 + S3 > T
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6. El menor entero positivo que tiene residuo 4 cuando se divide por 7 y residuo 5 cuando se divide
por 12, esta entre

(a) 32y 42
(b) 51y 58
(c) 60y 72
(d) 76 y 84

e Opcién correcta: (b)

e Solucién: Dado que el namero deja residuo 5 cuando se divide por 12, es de la forma 12n + 5.
Ahora bien, 12n+5=Tn+5n+ 5= Tn+ 5(n + 1), de manera que cuando se divide por 7 deja
el mismo residuo que deja 5(n + 1) cuando se divide por 7. Ahora bien, el menor n para el cual
5(n + 1) deja residuo 4 cuando se divide por 7 es para n = 4. Se sigue que el menor nimero es
12-4+5=253

7. En el triangulo equildtero AABC, los puntos A, G, D son colineales, con D punto medio
del BC, ademas CF es una altura del AABC y HD es perpendicular a CF. Si el tra-
pecio JACDF tiene un area de 18 cm? entonces el area, en cm?, del poligono AFDHG
corresponde a

c
(a) 9
(b) 8 i D
(c) 7 G
(d) 6
B
4 F

e Opcion correcta: ()

e Solucién:

Completando la figura como se muestra a continuacion, se observa que el trapecio ACDF es
formado por tres tridangulos equilateros de drea 6 cm?, ademaés el triangulo EF D es formado por
6 triangulos de area 1 cm? y el tridangulo AFE es formado por 2 triangulos de 4rea 3 cm?. Por
tanto el area del poligono AFDHG es 7 cm?
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. 1
8. Sean x1 y x2 ndmeros reales tales que xo > x1. Si x1 + 20 =4y 2129 = > entonces el

. I .
cociente — es un namero
T2

a) irracional

(
(b

)

) entero primo

(c) entero compuesto
)

(d) racional no entero

e Opcion correcta: (a)

e Solucién:

Como ;1 y x2 son las soluciones de la ecuacién, se puede expresar como 2(x — z1)(z — x2) = 0.
Desarrollando se obtiene

1
2[:E2—:17(:B1+$2)+$1-:L‘2] :2<ZL‘2—4ZL‘—|—2> =22 —8r+1=0

4—+/14 4+ V14
— T2 =

5 5 por lo que

Aplicando formula general se tiene x1 =

r1 4—+14
— = —— =15—-4v14
T2  4++14

Lo cual es un ntamero irracional.

9. Una hormiga camina por un teclado numérico como el de la figura, moviéndose de un ntimero a otro
de manera horizontal o vertical; empieza en el ntmero 1 y termina su recorrido al llegar a la tecla del
0 por primera vez. Considere el nimero n formado al concatenar los digitos que recorre hasta finalizar.
De las siguientes afirmaciones

I. n es divisible por 3
II. n es divisible por 4

III. n posee un ntmero impar de digitos

con total certeza se puede afirmar que son verdaderas

1 2 3
(a) Lalylall
(b) Lallylalll 4 5|6
(c) Lalylalll 7 8 g
(d) Todas
0

e Opcion correcta: (b)
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e Solucién:

10.

11.

La primera es falsa dado que al moverse de forma vertical, los digitos aumentan en multiplos de
3, pero para llegar del 1 al cero, debe recorrer parcialmente un fila horizontal por lo que la suma
de digitos no sera divisible por 3.

La segunda es verdadera porque los dltimos dos digitos de n son 8,0 y el 80 es divisible por 4

La tercera es verdadera porque las rutas més rapidas de la hormiga contienen 5 digitos, por
ejemplo el nimero 12580, cualquier otra ruta requiere aumentar un namero par de movimentos,
por lo que el ntimero de digitos siempre serd impar.

La suma de las cifras del menor nimero natural que al ser dividido por 195, 117 y 975
tiene como residuo 75, corresponde a

(a) 3
(b) 18

(c) 21

(d) 27

Opcién correcta: (a)

Solucion: Calculamos el minimo comun multiplo de 195, 117 y 975 y le sumamos 75, de esa

manera obtenemos el namero 3000 y la suma de sus cifras es 3.

Una forma de escribir el nimero 2021 como una suma de enteros positivos consecutivos
crecientes es 1010 + 1011. La cantidad total (incluyendo 1010 4 1011) de formas en que
2021 se puede escribir como suma de dos o més enteros positivos consecutivos crecientes
es
(a) 1
(

b

[\]

w

)
)
()
(d) 4

Opcion correcta: (¢)

Solucién: Buscamos enteros positivos m y n tal que

n(n—i—l).

221l=m+(m+1)+...+(m+n)=n+1)m+1+2+...4n)=n+1)m+ 5

Lo anterior implica que 2-2021 = (n+1)(2m-+n) y observamos que 2m-+mn > n+1 > 1, es decir,
el factor n 4+ 1 es el menor y ambos factores son mayores que 1. El niamero 2 - 2021 se factoriza
como 2-43-47 y por lo tanto las posibles combinaciones son

n+1=2 2m+n=2021, n+1=43, 2m+n=2-47, n+1=47 2m+n=2-43.

Estas nos dan en efecto tres soluciones: (m,n) = (1010, 1), (26,42), (20, 46).
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12. Considere un cuadrado con un circulo de radio R tangente a sus cuatro lados y un circulo
de radio r tangente a dos de sus lados y al circulo de radio R, como se muestra en la figura.
Entonces el cociente R/r es igual a

\
a) 44+ /2

(a)

(b) 2+2V3
(c) 4++/3
(d) 3+2v2

e Opcion correcta: (d)

e Solucion: Sean O y P los centros de los circulos y sea @ el pie de la perpendicular desde P al
radio perpendicular al lado del cuadrado, como en la figura.

F\

¥
El tridangulo OPQ es un tridngulo rectangulo isésceles cuyos catetos miden R —r y su hipotenusa
mide R + r. Por lo tanto,

R+r=V2R-r)= (V2-1)R=(V2+1)r = f gfl (V2+1)° =3+2v2.

13. Sean z y y ntimeros reales no nulos tales que

5T +y _3
x — by
) x
Entonces el valor de es igual a
Yy — oz
(@) 4t
3
(b) =41
41
(c) 3
41
(d) =%

e Opcion correcta: (b)
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e Solucion: Observe que

14.

15.

5y = 3 implica que 5z + y = 3z — 15y, despejando = en términos de
T — oy
y se obtiene que z = —8y. Sustituyendo en la expresion solicitada se obtiene que

Sy+x  Sy+(—8y) -3y 3

y—b5r y—5(—8x) 4ly 41

porque y # 0.
Sea nm un namero natural. Sea p = n* + 4n? + 3. Si se sabe que p es primo, entonces
necesariamente se cumple que la suma de los digitos de 20217~! es igual a

a) 16

(
(b

NN
=~ O

)
)
(c)
(d) 25
Opcion correcta: (d)

Solucién:

Observe que n* +4n? 4+ 3 = (n? 4+ 1)(n? 4 3). Como p es primo entonces necesariamente debe
cumplirse que n2 41 =1, de donde n = 0 y p = 3. En consecuencia 202171 = 20212 = 4084441.
Y la suma de los digitos es igual a 25.

a’ + b3

a b
Sean a, b nimeros reales con a > b tales que — + — = 3 entonces el valor de PR
a —

es

-5

[\]
I
S

\)
+
>

| &

Opcion correcta: d).

b 24 p?
Solucién: Note que % + - = a —2 = 3, asi que a? + b?> = 3ab. Vea que
a a

a®+b  (a+b)(a®—ab+b*) (a+b)-2ab 1 a+b

ad— b (a—b)(a®+ab+b2) (a—b)-4ab 2 a—b’

Como

a+b\> a®+2ab+b>  Sab
a—b) a2—2ab+b2  ab 7’
a®+0® 1 at+b 5
ad3—- 2 a-b 2

se sigue que

10
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16. Si los ntmeros de 6 digitos de la forma: 4a62b1 y 5¢3abd son ambos multiplos de 3, con a,b y ¢
digitos. Un posible valor para c es

> Q

o

) 4
) 2
) 6
d) 8

e Opcion correcta: a)

e Solucion: Como ambos niimeros son multiplos de 3, se sigue que ambas sumas 44+a+6-+2+b+1 =
1B83+a+byd5+c+3+a+b+4 =12+ a+ b+ cson miltiplos de 3, al restarlos, obtenemos que
c — 1 debe ser miltiplo de 3, por lo que ¢ debe ser alguno de 1,4 o 7.

17. Sea ABC'D un rectangulo con AB = 25 cm, AD = 20 cm. Sean M y N los puntos medios de
AB y BC respectivamente, entonces el area en centimetros cuadrados, del cuadrilatero M BN D

es
A D
M
B C
N

a) 125

b) 200

¢) 250

d) 375

e Opcioén correcta: c¢)

e Solucion: Note que cada uno de los triangulos AAMD y ANCD contiene un cuarto del area
total del rectangulo, asi que el el cuadrilatero M BN D contiene la mitad del area del rectangulo,
esto es 250 cm?.

11
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18. Se trazan dos semicirculos sobre los dos lados adyacentes de un cuadrado de lado 2. El area de
la regién sombreada es

a) 1+m/2
b) 2
c) m
d) 1

e Opcioén correcta: b).

e Solucién:

Sea O el centro del cuadrado y sean A, B, C' como en la figura de abajo, y notamos que el area
de los sectores circulares con cuerda OB son iguales a las de los sectores circulares con cuerda
AO y OC en los respectivos circulos, asi que, vemos que el total del area sombreada es medio
cuadrado, esto es 2.

A

B C

19. En la siguiente figura, el circulo central tiene radio 2 y los circulos pequenos son de radio 1 y
tangentes externamente al de radio 2. Las tangentes a los circulos pequenos forman un cuadrado.
La longitud del lado de este cuadrado es

e Opcibn correcta: a).

12
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e Solucion: Sea O el centro del circulo grande, A un vértice del cuadrado y B el centro del circulo

20.

pequeno que se encuentra entre O y A. La distancia entre O a B es la suma de los radios que es
3, y como los pies de las perpendiculares de B al cuadrado, forman junto con A un cuadrado de
lado 1, se sigue que BA = v/2. Por lo tanto OA = 3+ /2, asi que la diagonal del cuadrado mide

6 + 2v/2
— T =2+3V2.
V2

6 + 21/2, por lo tanto, su lado mide

El equipo de fatbol OLCOMA consta de 13 jugadores (11 titulares y dos en banca), cada uno
de ellos posee una camisa con un ntimero entero positivo menor a 14 y distintos entre jugadores.
La probabilidad de que al seleccionar 7 jugadores al azar, la suma de los niimeros de sus camisas
sea impar, corresponde a

212

429
77

156
841

902
53

55

Opcioén correcta: (a)

13
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e Solucién: La cantidad de maneras de escoger 7 jugadores de los 13 corresponde a (173) = 1716.

Para que el resultado de una suma sea impar, debe haber una cantidad impar de niimeros impares.
Hay 7 ntmeros impares y 6 nimeros pares. Estudiamos los casos favorables

1 camisa impar y 6 camisas pares: ( )(2)

3 camisas impares y 4 camisas pares: (?7,) (g)
¢

)() =

7 camisas impares y 0 camisas pares (;)( ) 1.

5 camisas 1mpares y 2 camisas pares:

Asi, la probabilidad es
7T+525+315+1 848 212

1716 T 1716 429

14



