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Estimada persona estudiante:
La Comisión de las Olimpiadas Costarricenses de Matemá-
ticas 2025 le saluda y le da la más cordial bienvenida a la I
Etapa Nacional de estas justas académicas, le deseamos los
mayores éxitos.
La prueba consta de un total de 20 preguntas, estas pueden
ser de selección única o de respuesta corta.

Puede consultar la lista de estudian-
tes clasi�cados en la siguiente direc-
ción electrónica:

www.olcoma.ac.cr

INDICACIONES GENERALES

� Debe trabajar en forma individual.

� Las respuestas a las preguntas que se le formulan, deben ser consignadas ÚNICAMENTE en la hoja
de respuestas que se le ha entregado.

� Para las preguntas de respuesta corta debe escribir la respuesta correcta a la pregunta planteada.
La respuesta es siempre un número. En el espacio para la respuesta debe escribir ÚNICAMENTE
números. No debe usar otros caracteres, como espacios, punto, coma, letras u otros símbolos distintos
de los números. En caso de escribir algo diferente a la respuesta correcta en números, la respuesta será
cali�cada como INCORRECTA.

� Los dibujos que aparecen en la prueba no necesariamente están hechos a escala.

� El formulario de preguntas es suyo, por lo que puede realizar en él todas las anotaciones, cálculos o
dibujos que le sean necesarios para resolver satisfactoriamente la prueba.

� No se permite el uso de hojas adicionales.

� Los únicos instrumentos cuyo uso se permite son los necesarios para escribir y dibujar. Se prohíbe
el uso de libros, libretas de notas, tablas y calculadora.

� El examen tiene una duración máxima de tres horas.

� Escriba claramente los datos que se le solicitan en la hoja de respuestas.

SIMBOLOGÍA

AB segmento de extremos A yB ∠ABC ∼= ∠DEF congruencia de ángulos

AB medida de AB △ABC ∼= △DEF congruencia de triángulos

−−→
AB rayo de extremo A y que contiene a B ABC ↔ DEF correspondencia de puntos

←→
AB recta que contiene los puntos A y B △ABC ∼ △DEF semejanza de triángulos

∠ABC ángulo de rayos
−−→
BA y

−−→
BC AB ∼= CD congruencia de segmentos

m∠ABC medida de ∠ABC ÂB arco de extremos A y B

△ABC triángulo de vértices A, B, C mÂB medida de ÂB

□ABCD cuadrilátero de vértices A, B, C, D (ABC) área de ∆ABC

∥ paralelismo (ABCD) área de □ABCD

⊥ perpendicularidad P −Q−R P , Q, R puntos colineales,

con Q entre P y R.
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1. Al factorizar la expresión x10 − 1 + (x5 + 1)(1− 16x) uno de los factores es

(a) x− 1

(b) x+ 4

(c) x2

(d) x2 + 4

Respuesta correcta: (d)

Solución: Podemos usar repetidamente la fórmula de diferencia de cuadrados para deducir que

x10 − 1 + (x5 + 1)(1− 16x) = (x5 − 1)(x5 + 1) + (x5 + 1)(1− 16x)

= (x5 + 1)[(x5 − 1) + (1− 16x)]

= (x5 + 1)(x5 − 16x)

= x(x5 + 1)(x4 − 16)

= x(x5 + 1)(x2 + 4)(x2 − 4) = x(x5 + 1)(x2 + 4)(x− 2)(x+ 2).

Así la opción correcta es x2 + 4.

3
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2. Luciano lanza una moneda al aire, y al caer anota si la parte de arriba de la moneda es escudo
o corona. Luciano hace esto seis veces. Determine la probabilidad de que el número de coronas
supere el número de escudos.

(a)
17

32

(b)
11

32

(c)
5

16

(d)
3

8

Opción correcta: (b)

Solución 1: Como la moneda se lanza 6 veces, entonces tenemos 26 = 64 posibles resultados. Para
que el número de coronas supere al de escudos, tenemos que el número de coronas debe ser 6, 5
o 4. Procedemos a hacer el conteo de los casos:

a) Si todas las veces fueron coronas, entonces solo hay 1 caso.

b) Si hubo un escudo y cinco coronas, entonces hay 6 casos (que el escudo haya aparecido en
la primera, segunda, . . . , sexta vez).

c) Si hay dos escudos y cuatro coronas, entonces podemos contar las veces en que aparecieron
los escudos:

{1, 2}, {1, 3}, {1, 4}, {1, 5}, {1, 6}, {2, 3}, {2, 4}, {2, 5},
{2, 6}, {3, 4}, {3, 5}, {3, 6}, {4, 5}, {4, 6}, {5, 6},

lo cual da 15 casos.

Así tenemos 1 + 6 + 15 = 22 casos en los que el la cantidad de coronas supera a la cantidad de
escudos. De esta forma, la probabilidad de que el número de coronas sea superior al de escudos
es 22

64 = 11
32 .

Solución 2: Tenemos tres eventos posibles: que la cantidad de coronas sea mayor, igual o menor que
la de escudos. Si denotamos por a, b, c a las probabilidades de estos eventos, en orden respectivo,
entonces tenemos que a + b + c = 1 y a = c por simetría. Por lo tanto, a partir del valor de b
podemos determinar a = 1

2(1− b). Para tener igual cantidad de coronas que de escudos, debemos
obtener 3 de cada uno de ellos. La cantidad de resultados que tienen 3 coronas es la cantidad de
maneras de escoger 3 de 6 posibles posiciones, la cual es igual a(

6

3

)
=

6!

3! · 3!
=

6 · 5 · 4
3 · 2

= 20.

Por lo tanto, b = 20
64 = 5

16 , con lo cual podemos concluir que

a =
1

2

(
1− 5

16

)
=

11

32
.

4
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3. Sea ABC un triángulo tal que AB =
√
3, BC = 4

√
3 y m∠ABC = 120◦. La medida de la altura

del triángulo ABC sobre el lado AC corresponde a

(a)
2
√
21

7

(b)
2
√
21

3

(c) 18
√
21

(d) 9
√
21

Opción correcta: (a)

Solución: La altura del triángulo ABC sobre el lado BC está dada por

√
3

2
·
√
3 = 3/2. Por lo

que el área del triángulo ABC es
4
√
3 · 3/2
2

= 3
√
3.

Luego, por ley de cosenos se tiene que

AC2 = (
√
3)2 + (4

√
3)2 − 2 ·

√
3 · 4
√
3 · cos(120◦) = 63 = (3

√
7)2.

Finalmente, se tiene que 3
√
3 =

3
√
7 · h
2

=⇒ h =
2
√
21

7
.

5
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4. Salomón juega con dos dados, uno tiene seis caras y el otro tiene doce caras. El dado de seis
caras tiene escritos los números del 1 al 6 y el de doce caras tiene escritos los números del 1 al
12. Salomón tira los dos dados a la vez y suma los números de las caras que ven hacia arriba.
¾Cuál es la probabilidad de que la suma que obtiene sea un múltiplo de 3?

(a)
1

6

(b)
1

4

(c)
1

3

(d)
1

2

Opción correcta: (c)

Solución 1: La cantidad total de resultados al lanzar los dos dados es 6·12 = 72. Podemos agrupar
los casos cuya suma es divisible por 3 de la siguiente manera:

Dado de seis caras Dado de doce caras
{1, 4} {2, 5, 8, 11}
{2, 5} {1, 4, 7, 10}
{3, 6} {3, 6, 9, 12}

De esta manera, cada �la de la tabla da 2 · 4 = 8 casos favorables, es decir, obtenemos 24 en
total. Por lo tanto, la probabilidad de que la suma sea un múltiplo de tres es 24

72 = 1
3 .

Solución 2: Consideramos los residuos de la cantidad de puntos al dividirse entre 3. De esta forma
vemos que la probabilidad de que ocurra residuo 0, 1, 2 en el dado de seis caras es 1

3 (porque
{0, 3} dejan residuo 0, {1, 4} dejan residuo 1, {2, 5} dejan residuo 2). De igual forma sucede en el
dado de doce caras (porque {0, 3, 6, 9} dejan residuo 0, {1, 4, 7, 10} dejan residuo 1, {2, 5, 8, 11}
dejan residuo 2). Las combinaciones de residuos para que la suma sea divisible por 3 son 0 + 0,
1 + 2 o 2 + 1, por lo que la probabilidad es igual a

1

3
· 1
3
+

1

3
· 1
3
+

1

3
· 1
3
=

3

9
=

1

3
.

6
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5. En una caja se encuentran seis tarjetas en las que están escritos los números 1, 2, . . . , 6, de forma
que cada uno de los seis números aparece en alguna de las tarjetas. Sin ver la caja, Ana toma
una tarjeta y deja esa tarjeta afuera. Luego, sin ver la caja, Beto toma una tarjeta de las cinco
restantes de la caja. Si a es el número de Ana y b el de Beto, entonces ellos construyen el polinomio
cuadrático x2 + ax + b. La probabilidad de que este polinomio tenga al menos una raíz real es
igual a

(a)
1

2

(b)
7

10

(c)
8

15

(d)
19

30

Opción correcta: (c)

Solución 1: Empezamos notando que Ana puede tomar cualquiera de las seis tarjetas y Beto
cualquiera de las cinco restantes, por lo cual el total de casos es 6 · 5 = 30. Además, para que el
polinomio construido tenga soluciones reales necesitamos que a2 ≥ 4b. Con esto podemos contar
los posibles pares (a, b) a partir de los valores de b, recordando que a ̸= b (pues Ana dejó su carta
afuera):

b Menor cuadrado ≥ 4b Posibles valores de a Cantidad
1 4 2, 3, 4, 5, 6 5
2 9 3, 4, 5, 6 4
3 16 4, 5, 6 3
4 16 5, 6 2
5 25 6 1
6 25 5 1

Esto quiere decir que los casos favorables son 5+4+3+2+1+1 = 16. Por lo tanto, la probabilidad
de que su polinomio tenga raíces reales es 16/30 = 8/15.

Solución 2: El razonamiento es similar al anterior, pero en este caso, para cada posible valor de
a, se determinan los valores de b que cumple que a2 ≥ 4b.

a Mayor entero ≤ (a2/4) Posibles valores de b Cantidad
1 0 � 0
2 1 1 1
3 2 1, 2 2
4 4 1, 2, 3 3
5 6 1, 2, 3, 4, 6 5
6 9 1, 2, 3, 4, 5 5

Esto quiere decir que los casos favorables son 0 + 1 + 2 + 3 + 5 + 5 = 16, y concluimos igual que
antes.

7
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6. Los números reales a y b son distintos y son las raíces del polinomio x2− 4bx+3a. Determine el
valor de a− b.

Respuesta correcta: 6

Solución 1: Como a y b son raíces del polinomio, entonces obtenemos que

a2 − 4ab+ 3a = b2 − 4b2 + 3a = 0.

Con la segunda ecuación deducimos que a = b2. Reemplazando esto en la primera nos da que

b4 − 4b3 + 3b2 = 0 =⇒ b2(b2 − 4b+ 3) = 0 =⇒ b2(b− 1)(b− 3) = 0.

Si b = 0, entonces a = 02 = 0. Igualmente, si b = 1, entonces a = 12 = 1. Ambos casos se
descartan porque a y b son distintos. Por lo tanto, deducimos que b = 3, con lo cual a = 9, y así
a− b = 6.

Solución 2: Como a y b son raíces (distintas) del polinomio, entonces tenemos que

x2 − 4bx+ 3a = (x− a)(x− b) = x2 − x(a+ b) + ab.

Comparando los coe�cientes de los polinomios deducimos que 4b = a + b y 3a = ab. Podemos
reescribir estas ecuaciones como a = 3b y a(b− 3) = 0.

La segunda ecuación implica que a = 0 o b = 3. Si a = 0, entonces b = a/3 = 0, lo cual
no es posible porque a y b sean distintos. Por lo tanto, debemos tener que b = 3, con lo que
determinamos que a = 9. De esta manera concluimos que a− b = 6.

8
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7. Un pueblo tiene semanas de 9 días (a, b, . . . , h, i) y años con 10 meses (A,B, . . . , I, J). Los meses
alternan entre 25 y 37 días: el mes A tiene 25, B tiene 37, C tiene 25, D tiene 37, y así sucesi-
vamente. En cierto año, el día 1 del mes A fue un a. El siguiente mes para el cual el día 1 es un
a corresponde al mes

(a) F

(b) G

(c) H

(d) I

Opción correcta: (a)

Solución: Como las semanas tienen 9 días, entonces podemos identi�car los días a, b, . . . , h, i con
los residuos 0, 1, . . . , 7, 8 que deja un número al dividirse entre 9. Como 25 y 37 dejan residuo 7 y
1 al dividirse entre 9, entonces la posición en la semana del día 1 de cada mes cambia sumándole
7 (o restándole 2) o sumándole 1, respectivamente. De esta forma podemos completar la siguiente
tabla:

Mes A B C D E F G H I J A B C D E F

Día 0 7 8 6 7 5 6 4 5 3 4 2 3 1 2 0

Con base en esto, vemos que la primera vez que vuelve a ocurrir un 0 (correspondiente al día a)
en la tabla es en el mes F .

9
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8. En la �esta de cumpleaños de Abelardo se dan cuenta que él y sus tres hijos tienen edades que son
potencias perfectas (es decir, de la forma ab con a, b enteros y b ≥ 2); los tres hijos tienen edades
distintas y Abelardo tiene menos de 100 años. Se sabe además que todos sus hijos son mayores
de 18 años, nacieron cuando Abelardo tenía entre 25 y 40 años, y que la edad de Abelardo divide
al producto de las edades de los tres hijos. Con base en la información anterior, se puede a�rmar
que:

(a) No se puede determinar con certeza la edad del hijo menor.

(b) No se puede determinar con certeza la edad del hijo mayor.

(c) No se puede determinar con certeza la edad de Abelardo.

(d) Se puede determinar con certeza la edad de Abelardo y sus tres hijos.

Opción correcta: (a)

Solución: Las potencias perfectas mayores o iguales a 18 y menores que 100 son 25, 27, 32, 36,
49, 64, 81. Vemos que no es posible que Abelardo tenga 81 años porque no hay tres potencias
perfectas que estén entre 25 y 40 años de diferencia. Además, no es posible que Abelardo tenga
49 años o menos por la misma razón. Por lo tanto, Abelardo debe estar cumpliendo 64 años.

Esto da que las edades de los hijos pueden ser 25, 27, 32, 36. Para que 64 divida al producto de
las tres edades, entonces dos de ellas tienen que ser 32 y 36. Sin embargo, cualquier escogencia
entre las otras dos edades (para el hijo menor) cumple las condiciones del problema. Por lo tanto,
no es posible determinar con certeza la edad del hijo menor.

10
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9. Byron participa en un congreso en una ciudad que tiene el siguiente mapa, donde los puntos
representan las esquinas y los segmentos las calles. Las direcciones norte y este se indican en la
�gura por N y E, respectivamente.

Todos los días del congreso Byron tiene que ir desde su lugar de hospedaje (punto H) hasta
la universidad (punto U). El punto P es una panadería muy famosa. Byron hace una lista de
todos los posibles caminos desde el hospedaje a la universidad en los que solo camina al norte
o al este (es decir, no camina al sur ni al oeste). Si Byron escoge aleatoriamente (con la misma
probabilidad) entre los caminos de la lista, entonces la probabilidad de que pase por la panadería
es

(a) menor que
1

2
.

(b) igual a
1

2
.

(c) igual a
3

5
.

(d) mayor que
3

5
.

Respuesta correcta: (c)

Solución 1: Podemos contar el número total de caminos desde H a cualquier punto sumando la
cantidad de caminos hasta sus vecinos anteriores. De esta manera obtenemos que hay 10 caminos
desde H hasta U .

Ahora vemos que la cantidad de caminos que pasan por P es el producto de la cantidad de
caminos de H a P y la cantidad de caminos de P a U . Podemos proceder como antes y encontrar
que la cantidad de caminos de H a P es 2 y la cantidad de caminos de P a U es 3. Por lo tanto,
la probabilidad de que Byron pase por la panadería es 6

10 = 3
5 .

Solución 2: Podemos calcular la cantidad de caminos que pasan por P restándole a 10 (la cantidad
total de la solución anterior) la cantidad de caminos que no pasan por P . El cálculo de la cantidad
de caminos que no pasan por P lo hacemos completando un diagrama como en el de la solución
anterior. Indicamos con × el hecho de que no es posible pasar por P .

11
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De esta forma vemos que hay 4 formas de ir de H a U sin pasar por P , y por lo tanto hay
10− 4 = 6 caminos que pasan por P . De esta forma concluimos que la probabilidad es 6

10 = 3
5 .

12
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10. Un vendedor organiza en una �la los dispositivos tecnológicos que ofrece. Tiene un dron, dos
computadoras portátiles (idénticas) y dos cámaras (idénticas), y no quiere que las cámaras queden
juntas. ¾De cuántas maneras, visiblemente distintas, puede organizar los cinco objetos en la �la?

(a) 12

(b) 18

(c) 30

(d) 120

Respuesta correcta: (b)

Solución: Denotemos por D, P y C al dron, computadoras portátiles y cámaras. Podemos pro-
ceder por conteo directo en casos. Si la �la empieza con C hay dos posibilidades para la segunda
posición D o P . Si la �la empieza CD, entonces los posibles arreglos son

CDCPP, CDPCP, CDPPC,

y si la �la empieza CP , entonces los posibles arreglos son

CPCDP, CPCPD, CPDCP, CPDPC, CPPCD, CPPDC.

Si la �la empieza con D, entonces los posibles arreglos son

DCPCP, DCPPC, DPCPC.

Finalmente, si la �la empieza con P , entonces los posibles arreglos son

PCDCP, PCDPC, PCPCD, PCPDC, PDCPC, PPCDC.

Con esto concluimos que hay 3 + 6 + 3 + 6 = 18 formas posibles de acomodar los objetos en la
�la.

13
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11. La cantidad de parejas de números enteros (x, y) que satisfacen la ecuación 4(x + y) = xy + 11
corresponde a

(a) 2

(b) 4

(c) 6

(d) 8

Opción correcta: (b)

Solución 1: Podemos reescribir la ecuación como

4(x+ y) = xy + 11⇔ x(4− y) = 11− 4y ⇔ x =
4y − 11

y − 4
=

4(y − 4) + 5

y − 4
= 4 +

5

y − 4
.

De esto deducimos que
5

y − 4
debe ser un entero, es decir, y − 4 ∈ {±1,±5}.

1) Si y − 4 = 1, entonces y = 5 y x = 9.

2) Si y − 4 = −1, entonces y = 3 y x = −1.
3) Si y − 4 = 5, entonces y = 9 y x = 5.

4) Si y − 4 = −5, entonces y = −1 y x = 3.

Por tanto, hay 4 parejas de enteros que satisfacen la ecuación.

Solución 2: Podemos ver que la ecuación es equivalente a las siguientes ecuaciones:

xy − 4x− 4y = −11⇔ (x− 4)(y − 4) = xy − 4x− 4y + 16 = −11 + 16 = 5.

Las posibles factorizaciones para 5 en enteros son 5 = 1 · 5 = 5 · 1 = (−1) · (−5) = (−5) · (−1),
lo cual nos da cuatro posibles soluciones.

14
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12. Sea mdc(a, b) el máximo divisor común de dos enteros positivos a y b. Sean m,n, p enteros
positivos tales que mdc(m,n) = 120 y mdc(n, p) = 450. Un posible valor que puede tomar
mdc(m, p) es

(a) 150

(b) 180

(c) 210

(d) 240

Opción correcta: (c)

Solución: Empezamos viendo que los máximos divisores comunes se factorizan como 120 = 23 ·3·5
y 450 = 2 · 32 · 52, y que las opciones del enunciado se factorizan como

150 = 2 · 3 · 52, 180 = 22 · 32 · 5, 210 = 2 · 3 · 5 · 7, 240 = 24 · 3 · 5.

Las factorizaciones de 120 y 450 nos permiten hacer algunas observaciones:

Como 22 divide a 120, entonces 22 divide a n. Sin embargo, como 450 no es divisible por
22, entonces p no puede ser divisible por 22. Esto implica que mdc(m, p) no es divisible por
22, lo cual descarta las opciones 180 y 240.

Como 52 divide a 450, entonces 52 divide a n. Sin embargo, como 120 no es divisible por
52, entonces m no puede ser divisible por 52. Esto implica que mdc(m, p) no es divisible por
52, lo cual descarta la opción 150.

Para concluir, podemos ver que un ejemplo con mdc(m, p) = 210 = 2 · 3 · 5 · 7 puede ser

m = 23 · 3 · 5 · 7, n = 23 · 32 · 52, p = 2 · 32 · 52 · 7.

15
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13. En la �gura se muestra dos círculos tangentes entre sí y tangentes a las rectas OA y OB. Es
conocido que los centros de los círculos y el punto de tangencia entre los círculos pertenecen a la
bisectriz de ∠AOB, como se indica en la �gura.

El radio del círculo grande es igual a R y el del círculo pequeño es r. Si m∠AOB = 60◦ (la �gura
no está hecha a escala), entonces se cumple que

(a) R = r
√
3

(b) R = 2r

(c) R = 3r

(d) R = 2r
√
3

Opción correcta: (c)

Solución 1: Sean P y Q los centros de los círculos pequeño y grande, respectivamente, y sea C el
punto de tangencia del círculo pequeño con el segmento AO, como se muestra en la �gura.

Los triángulos AOQ y COP son triángulos especiales 30◦−60◦. Por lo tanto, OP = 2PC = 2r y
OQ = 2QA = 2R. Sin embargo, como el punto de tangencia entre los círculos está alineado con
P y Q (sobre la bisectriz), también tenemos que PQ = R+ r, lo cual nos permite obtener que

OQ = OP + PQ = (2r) + (R+ r) = R+ 3r.

Comparando las dos expresiones para OQ deducimos que 2R = R+ 3r, con lo cual R = 3r.

Solución 2: Sean P y Q los centros de los círculos pequeño y grande, respectivamente, y sea M
el pie de la perpendicular desde P al segmento AQ, como se muestra en la �gura.

16
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El hecho que los puntos P , Q y el punto de tangencia entre los círculos pertenezcan a la bisectriz
de ∠AOB implica que m∠MPQ = m∠AOQ = 1

2 ·60
◦ = 30◦, con lo cual deducimos que △MPQ

es un triángulo especial 30◦ − 60◦. Lo anterior implica en particular que PQ = 2MQ. Por la
colinealidad de P,Q y el punto de tangencia de los círculos obtenemos que PQ = R+r. Además,
como AM = r, entonces MQ = AQ−AM = R− r. Esto nos da que

R+ r = PQ = 2MQ = 2(R− r),

con lo cual concluimos que R = 3r.

17
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14. Determine la cantidad de números de seis cifras que son divisibles por 22 y cuya suma de sus
dígitos es igual a 50.

Respuesta correcta: 12.

Solución: Sea N = abcdef uno de tales números de seis cifras, sea A = a+c+e y sea B = b+d+f .
Como N es divisible por 11 (al ser divisible por 22), entonces 11 divide a A − B; es decir,
A−B = 11k para algún entero k. Al combinar esto con la condición A+B = 50 deducimos que
A = 25 + 11k

2 y B = 25 − 11k
2 . Si k ̸= 0, entonces alguno de los números A o B es mayor que

27, lo cual no es posible porque la suma máxima de tres cifras es 9 + 9 + 9 = 27. Por lo tanto,
debemos tener que k = 0 y así A = B = 25.

Ahora analizamos los posibles casos para estos números de tres cifras. Vemos que no es posible
que todas las cifras sean menores que 9, porque en este caso obtendríamos que la suma máxima
es 8+8+8 = 24. Por lo tanto, alguno de los dígitos debe ser 9 y así los otros dos suman 16. Con
esto concluimos que las posibles combinaciones son 9 + 9 + 7 o bien 9 + 8 + 8. Como N es par,
entonces deducimos que f = 8 y (b, d) ∈ {(8, 9), (9, 8)}. Finalmente vemos que (a, c, e) puede
tomar cualquiera de los siguientes seis valores en el conjunto

{(9, 9, 7), (9, 7, 9), (7, 9, 9), (9, 8, 8), (8, 9, 8), (8, 8, 9)}.

De esta forma concluimos que la cantidad de números de seis cifras que cumplen la condición del
enunciado es 2 · 6 = 12.
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15. En la siguiente �gura, los □ABCD y □CEFG son cuadrados, cuyos lados miden
√
3 cm.

A B

CD

E

F

G

30◦

Entonces el área sombreada es igual a

(a) 2 +
√
3

(b)
3
√
3 + 2

2

(c)
6−
√
3

2

(d) 3
√
3− 3

Opción correcta: (d)

Solución: Primero, sea H la intersección de
←→
EC con AD, y I la intersección de AD con FE,

como se muestra en la �gura.

A B

CD

E

F

G

H

I

30◦
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Entonces el △HDC es triángulo especial, y como DC =
√
3, entonces HD =

√
3√
3
= 1 y HC =

√
3 · 2√

3
= 2. Por otro lado, m∠IHE = 60◦ y m∠HEI = 90◦, por lo que △HEI también es un

triángulo especial. Además, HE = HC−EC = 2−
√
3, por lo que EI =

√
3(2−

√
3) = 2

√
3−3.

Finalmente, observe que el área sombreada es el área del cuadrado, menos el área de △HDC
más el área de △HEI, esto es

Área sombreada = (□ABCD)− (△HDC) + (△HEI)

=
√
3 ·
√
3− 1 ·

√
3

2
+

(2−
√
3)(2
√
3− 3)

2

= 3
√
3− 3 .
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16. Sea A un número real. Decimos que una tripleta (x, y, z) de números reales es una solución si
cumple el sistema de ecuaciones 

xy + 1 = Ay
yz + 1 = Az
zx + 1 = Ax

Considere las siguientes a�rmaciones:

(I) Si el sistema tiene al menos una solución, entonces |A| ≥ 2.

(II) Hay números reales A para los cuales el sistema tiene in�nitas soluciones.

De las a�rmaciones anteriores, ¾cuáles son verdaderas?

(a) Ninguna

(b) Solo la I

(c) Solo la II

(d) Ambas

Opción correcta: (c)

Solución: Vamos a despejar las variables x, y en términos de z. La segunda y tercera ecuación
nos permiten obtener que

x =
1

A− z
, y =

Az − 1

z
.

Esto lo sustituimos en la primera ecuación y obtenemos que

Az − 1

(A− z)z
+ 1 =

A(Az − 1)

z
⇐⇒ (Az − 1) + (Az − z2) = A(−Az2 + (A2 + 1)z −A)

⇐⇒ (A2 − 1)(z2 −Az + 1) = 0.

Esto nos dice que si A2 − 1 = 0 (es decir, si A = ±1), entonces los valores para x, y dados ante-
riormente satisfacen automáticamente la primera ecuación (y por lo tanto todas las ecuaciones).
Por ejemplo, si A = 1, lo anterior quiere decir que la tripleta (x, y, z) dada por

x =
1

1− z
, y =

z − 1

z

es una solución del sistema para cualquier valor de z ∈ R \ {0, 1}. Esto descarta la opción I y
demuestra la opción II.

Comentario: Si A2 ̸= 1, entonces se debe cumplir que z2 − Az + 1 = 0. Para tener soluciones
reales se debe cumpliar que el discriminante de la ecuación sea positivo, con lo cual deducimos
que A2 − 4 ≥ 0, o bien, |A| ≥ 2. Es decir, la opción I sería correcto bajo la premisa que A ̸= ±1.
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17. Isabel tiene un entero positivo favorito n. Ella nota que el número 3n tiene 4 divisores positivos
más que n y que el número 4n tiene 10 divisores positivos más que n. Determine el número de
Isabel.

Respuesta correcta: 648

Solución: Sea n = 2α ·3β ·pγ11 · · · p
γk
k la factorización prima de n. Tenemos entonces que la cantidad

de divisores de n, 3n y 4n son

(α+1)(β+1)(γ1+1) · · · (γk+1), (α+1)(β+2)(γ1+1) · · · (γk+1), (α+3)(β+1)(γ1+1) · · · (γk+1).

Al considerar las diferencias entre las cantidades de divisores del enunciado obtenemos que

(α+ 1)(γ1 + 1) · · · (γk + 1) = 4, 2(β + 1)(γ1 + 1) · · · (γk + 1) = 10.

La segunda ecuación da que (β+1)(γ1+1) · · · (γk+1) = 5. Como el producto (γ1+1) · · · (γk+1)
divide a 4 y a 5, entonces debe ser igual a 1. Con esto concluimos que α+ 1 = 4 y β + 1 = 5, es
decir, n = 23 · 34 = 648.
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18. Ana, Berta y Carla hacen una caminata de una forma muy particular. Como se indica en la
�gura, ir al norte es desplazarse en el sentido del semieje positivo y, e ir al este es desplazarse
en el sentido del semieje positivo x. Empezando desde el origen O, ellas caminan juntas de la
siguiente manera: 100m al este, 200m al norte, 300m al este, 400m al norte, 500m al este, 600m
al norte, 700m al este, 800m al norte y 900m al este. Ana se detiene en este punto. Berta y
Carla caminan 1000m al norte, donde Berta se detiene; �nalmente, Carla camina 1100m al este
y se detiene. Sean A,B,C las posiciones �nales de Ana, Berta y Carla, respectivamente, y sean
α = m∠AOX, β = m∠BOX y γ = m∠COX (en la �gura se muestra ∠POX).

Considere las siguientes a�rmaciones:

(I) α < γ,

(II) β + γ = 90◦.

De las a�rmaciones anteriores, ¾cuáles son verdaderas?

(a) Ninguna

(b) Solo la I

(c) Solo la II

(d) Ambas

Opción correcta: (d)

Solución: Vamos a empezar por determinar las posiciones �nales A,B,C de Ana, Berta y Carla.
La coordenada x de Ana y Berta es

100 + 300 + 500 + 700 + 900 = 100 · (1 + 3 + 5 + 7 + 9) = 2500,

y la coordenada x de Carla es 2500 + 1100 = 3600. La coordenada y de Ana es

200 + 400 + 600 + 800 = 200 · (1 + 2 + 3 + 4) = 2000,

y la coordenada y de Berta y Carla es 2000 + 1000 = 3000. Por lo tanto,

A = (2500, 2000), B = (2500, 3000), C = (3600, 3000).

Esto implica que
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tanα =
2000

2500
=

4

5
, tanβ =

3000

2500
=

6

5
, tan γ =

3000

3600
=

5

6
.

Como la tangente es una función creciente, entonces α < γ si y solo si tanα < tan γ; esto último
es cierto porque 4 · 6 < 52. Por lo tanto I es cierta.

Además, podemos ver que tanβ · tan γ = 1, lo cual implica que β + γ = 90◦, con lo cual II es
cierta. Por lo tanto ambas a�rmaciones son verdaderas.
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19. Considere los números M = 237 y N = 7M − 1. El exponente de 2 en la factorización de N es

(a) 37

(b) 38

(c) 39

(d) 40

Respuesta correcta: (d)

Solución: Primero, observe que al aplicar la fórmula de la diferencia de cuadrados de forma
repetida se obtiene que

72
37 − 1 =

(
72

36 − 1
)(

72
36
+ 1

)
=

(
72

35 − 1
)(

72
35 − 1

)(
72

36
+ 1

)
=

(
72

34 − 1
)(

72
34
+ 1

)(
72

35
+ 1

)(
72

36
+ 1

)
...

=
(
72

1 − 1
)(

72
1
+ 1

)
· · ·

(
72

34
+ 1

)(
72

35
+ 1

)(
72

36
+ 1

)
.

Por otro lado, observe que los términos con suma, tienen el cuadrado de un número impar más
uno, más precisamente, es

(2k + 1)2 + 1 = 4k2 + 4k + 1 + 1 = 4(k2 + k) + 2 = 2(2k2 + 2k) + 1) ,

es decir, estos números son de la forma 2(2r + 1), por lo que cada uno solo aporta un 2 a la
factorización, esto es 236. Por último, observe que

72
1 − 1 = 48 = 24 · 3 ,

por lo que este número aporta 24 a la potencia buscada. Por lo tanto, la mayor potencia de 2 que
divide N es 40.
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20. Considere el△ABC cuyos lados AC,BC y AB mide respectivamente 13, 14 y 15. Sean los puntos
D,E y F tales que AD = DC,AE = 5, BF = 2.

Si llamamos a las áreas de los triángulos △MAE,△PBF,△DNC y △MNP con a, b, c y x
respectivamente, podemos a�rmar que x es equivalente a

(a) a+ b+ c

(b) a+ b+ c+ 1

(c) a+ b+ c− 1

(d) a+ b+ c+ 2

Opción correcta: (d)

Solución: Usando la fórmula de Herón se tiene que como s =
13 + 14 + 15

2
= 42

2 = 21

A =
√

s(s− a)(s− b)(s− c)

=
√

21(21− 13)(21− 14)(21− 15)

=
√
21 · 8 · 7 · 6

=
√
3 · 7 · 23 · 7 · 2 · 3

=
√
24 · 32 · 72

= 84 .

Llamemos a las áreas de los cuadriláteros □MEBP,□PFCN y □DNMA con w, y, z respecti-
vamente.
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Podemos a�rmar que:

Como AE =
1

3
AB entonces a+ z + c =

1

3
(ABC) =

84

3
= 28.

Como BF =
1

7
BC entonces a+ w + b =

1

7
(ABC) =

84

7
= 12.

Como AD = DC entonces b+ y + c =
1

2
(ABC) =

84

2
= 42.

Sumando las expresiones:

2a+ 2b+ 2c+ w + y + z = 28 + 12 + 42 = 82 .

Sumando x a ambos lados tenemos que:

a+ b+ c+ (a+ b+ c+ x+ w + y + z) = 82 + x ⇒ a+ b+ c+ (84) = 82 + x

⇒ a+ b+ c+ 2 = x .
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