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Estimado estudiante:

La Comision Organizadora de las Olimpiadas Costarricenses de Matematicas le saluda y felicita por
haber clasificado a la segunda eliminatoria nacional de estas justas académicas. La prueba consta de
dos partes: una primera parte de 12 preguntas de seleccién tnica, ponderadas con dos puntos cada
respuesta correcta, y una segunda parte con dos preguntas de desarrollo, con un valor de siete puntos
cada solucién correcta.

INDICACIONES GENERALES

e Debe trabajar en forma individual.

e Las respuestas a las preguntas de seleccion tnica que se le formulan, deben ser consignadas UNI-
CAMENTE en el sistema de EstudiaU.

e Las respuestas a las preguntas de desarrollo se envian para calificacién utilizando la misma herra-
mienta de cuestionario en la plataforma, debe adjuntar imigenes claras y legibles, ademéas de incluir
todo el procedimiento requerido.

e Los dibujos que aparecen en la prueba no estan hechos a escala.

e Los Ginicos instrumentos cuyo uso se permite son los necesarios para escribir y dibujar. Se prohibe
el uso de libros, libretas de notas, tablas y calculadora.

e El examen tiene una duracién méaxima de tres horas. Una hora extra para digitalizar y subir las
soluciones al desarrollo.

SIMBOLOGIA
AB segmento de extremos A y B LZABC = /DEF  congruencia de angulos
AB medida de AB AABC =2 ADEF  congruencia de tridangulos
/@ rayo de extremo A y que contiene a B ABC + DEF correspondencia respectiva

entre puntos

j@ recta que contiene los puntos A y B NABC ~ ADEF  semejanza de triangulos
ZABC angulo de rayos BA y BC AB=CD congruencia de segmentos
m/ABC medida de ZABC AB arco de extremos Ay B
AABC  triangulo de vértices A, B, C mAB medida de AB
OABCD  cuadrilatero de vértices A, B, C, D (ABC) area de AABC
I paralelismo (ABCD) area de JABCD
1 perpendicularidad P—-Q-R P, @, R puntos colineales,

con () entre los puntos Py R
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I Parte: Seleccion tnica Valor 24 puntos, 2 pts c¢/u

1. Sean p, ¢ y r nameros reales. Si la tinica solucién de la ecuacién 22 +2qz +r =0esz =py
se cumple que p? + ¢> = r?, entonces jcuintas ecuaciones cuadraticas satisfacen la condicién del
enunciado?

e Opcién correcta: (c)

e Solucién: Dado que z = p es la tnica solucién de la ecuacién, entonces puede escribirse como
(x — p)2 = 0, de donde se obtiene que —2p =29 = qg=—-py p2 = r. Ahora, de acuerdo con el
discriminante, se tiene que 4q2 —4r =0 —= q2 =r.

2

Luego, p? + ¢°> = 2r y como por hipétesis se tiene que p? + ¢> = 72, entonces 72 = 2r, de donde

se concluye que r =0V r = 2.

Para r = 0, se obtiene la ecuacion z2 = 0 y para r = 2 se obtienen las ecuaciones 22 —v/2x+2 = 0
y 22 + /22 + 2 = 0. Por tanto hay 3 ecuaciones que cumplen con la condicién del enunciado.
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2. ;Cudntas parejas de enteros positivos (a,b), con a < b, existen de modo que 2b + 1 sea multiplo
de a y 2a 4+ 1 sea multiplo de b7

(a
(b
(c

) 1
) 2
) 3
(d) 4

e Opcién correcta: (c)

e Solucién: De acuerdo con la informacion dada y la definicién de miltiplo se tiene que:

2b+1=a-k y 2a+1=0b-p con k,p enteros

Observe que a, b, k, p son impares y positivos. Ademas, como a < by por las igualdades anteriores
se obtiene que:

20+1<2b+1=bp<2b+1=0b(p—-2)<1
Para que la desigualdad anterior se cumpla, se tiene los siguientes casos:

= Si p =1 entonces 2a + 1 = b = 4a + 2 = 2b. Luego se sustituye en la igualdad 2b+ 1 = ak.
Es decir,

da+1+1=ak=3=ak—4a=3=a(k—4)
Como a, b, k,p son impares y positivos, de la igualdad 3 = a(k — 4) se obtiene que a =1 o
a=3
e Sia=1= sededuce que k =7y b= 3. Por lo tanto, se tiene la pareja (1, 3).
e Sia=3= sededuce que k =5y b= 7. Por lo tanto, se tiene la pareja (3,7).

» Si p =3y de la desigualdad b(p —2) < 1 se obtiene que b < 1. Entonces a = 1y b = 1.
Recordar que a < b. Por lo tanto, se tiene la pareja (1,1).

Solucién Alternativa

Como 2b + 1 es multiplo de a y 2a + 1 es multiplo de b, entonces ab divide a (2a + 1)(2b+ 1),
por lo que 4ab+ 2a+2b+ 1 = (ab)n, con n € Z y se concluye que ab divide a 2a 4+ 2b+ 1, por lo

1
que ab < 2a+ 2b+ 1 y como a < b, entonces ab < 4b + 1. Luego,a§4+g < 5.

Los posibles valores de a son 1,2, 3,4,5 y al verificar, las parejas que cumplen las condiciones son
(1,1), (1,3) y (3,7).
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3. Sean a y b ntimeros reales diferentes de cero tales que 9a% 4+ 4b> = 37ab un namero igual a la

expresion

b corresponde a

11

17
9

2
=7
19
=
6
e Opcion correcta: (b)
e Solucién:
Como 9a? + 4b> = 37ab entonces factorizando la expresion 9a? — 37ab + 4b? se tiene que
(9a — b)(a — 4b) = 0 con lo cual b =9a 0 a = 4b.
Sib—o9 ¢ | .. 2a+b 2a + 9a 11a —11
i b = 9a entonces la expresion = = =
P a—20 a—209a) —17a 17
2a+b  2(4b)+b 9 9

Si a = 4b entonces la expresion — ==

a—2b  4b—2b 20 2
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4. El mayor ntmero primo que divide a 999999, corresponde a

e Opcioén correcta: (b)

e Solucién: Observe que 999999 = 1000 000—1 = 1003 —1 = (100—1)(10024-100+1) = 99-10101 =
32.11-3-7-13-37=3%.7-11-13-37.
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5. El nimero m es un entero positivo que posee exactamente veinticuatro divisores naturales. De
estos veinticuatro divisores solamente tres son primos, ademas 30 divide a m. ;Cuédntos valores
distintos puede tomar m?

(a
(b
(c

3
5
6
() 9

)
)
)
)

e Opcion correcta: (d)

e Solucion: Como 30 divide a m, entonces los tres divisores primos son 2, 3 y 5. As{ m es multiplo
de potencias de 2, 3 y 5
Seguin el teorema para calcular la cantidad de divisores positivos de un namero natural, 24 es el
resultado de multiplicar los sucesores de los exponentes de m en su forma canénica.
Tomando a 24 como el producto de tres naturales se tiene
24=2-3-40bien24=2-2-6.
Note que 1 no es un factor que se toma en cuenta, pues en ese caso el exponente seria 0, pero
sabemos hay exactamente tres divisores primos.
Si consideramos 24 = 2-3-4 implica que los exponentes seria 1, 2, y 3. Asi se tienen seis opciones

para m.
m=2".32.5

m =2!.3%.52

m=2%.31.53

m =22.3%.5!

m =23.3".52

m=2%.3%.5!

Si consideramos 24 = 2-2-6 implica que los exponentes seria 1, 1, y 5. Asf se tienen tres opciones
para m.

m=2!.31.5°

m=2.3%.5!

m = 25.3!.5!

En total se tienen 9 posibles valores para m.
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6. David, Daniela y Abril estén jugando. El juego consiste en que David debe ir alternadamente
donde se encuentran sus compafieras por 5 ocasiones en total. Cada vez que David llega donde
Daniela ella le da 5 délares, y cada vez que llega donde Abril ella le da 5 veces la cantidad de
dinero que David llevaba. David empieza a jugar con n colones (n un ntmero natural) y término
con 1290 dolares.

(Cuénto dinero tenfa David al iniciar el juego?

(a) $3
(b) $5
(c) $7
(d) $10

e Opcién correcta: (b)

e Solucién: Supongamos que David recibié dinero por quinta ocacién de Daniela, como Daniela le
dio $5 dolares en la quinta ocasion, entonces David traia $1285.
Si David traia $1285 quiere decir que en la cuarta ocasion Abril le dio 5 veces lo que traia, es
decir, David trafa la sexta parte de $1285, pero la sexta parte de este monto no es un entero, y
como David inici6 con una cantidad entera de dinero no es posible que David recibiera dinero
por ultima vez de Daniela

David recibié dinero por quinta ocasién por Abril, ella le dio 5 veces lo que el traia, quiere decir
que David lleg6 donde Abril con 1290 + 6, es decir con $215 dolares.

Si David lleg6 donde Abril con $215 quiere decir que Daniela le dio $5 dérales en la cuarta ocasion
y David traia $210.

Si David trafa $210 quiere decir que en la tercera ocasion Abril le dio 5 veces lo que traia, esto
es que David traia 210 =+ 6, es decir lleg6 con $35.

Si David traia $35 quiere decir que en la segunda ocasién Daniela le dio $5 dorales y David trafa
$30.

Si David trafa $30 quiere decir que en la primera ocasion Abril le dio 5 veces lo que traia, esto
es 30 + 6, es decir David inici6 con $5 .
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7. En la siguiente figura JABCD, OEFGH y OIBJK son cuadrados. Si los puntos K, G y C son
colinea% la medida del lado del cuadrado mayor es 5, la medida del lado del cuadrado menor

es2y 1L fﬁ, entonces el lado del OEFGH mide
38
36
b
5
(c) B
(d) 3
D (&
H G
K J
A E I F B
e Solucién:

Tracemos los segmentos KC y JG y llamemos P al punto de intersecciéon entre KJ y FG. En
AKJC se tiene KJ =2y JC = 3, entonces por Teorema de Pitagoras, KC = /13.

D C
H G
K J
P
A E I F B

K K 2 1
Por otra parte, AKCJ ~ AKJG (por A-A), por lo que —J _ K¢ de donde —— = VI3

b KG ~ KJ KG~ 2 7
KG=—.
V13
B} KC cJ v13 3 12
Ademas AKCJ ~ AKGP (por A-A), por lo que KC = CP’ de donde —— = ap? GP = 3
V13
12 38
E F=FP P=2+—
ntonces G +G + 3= 13
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8. Considere la siguiente ecuacion:
222 + 4 +5 = —4x + 8
Segiin la informacién anterior, la suma de las raices de la ecuacién dada corresponde a

Q

<>

[

) —2
) —4
) 2
d) 4

e Opcion correcta: (b)

e Solucion: Se tiene la siguiente igualdad 2x?+4x+5 = —4x+8 que es equivalente a 222 +8x—3 = 0.

Para determinar la suma de las raices de la ecuacién, se procede a calcular las raices de dicha
ecuacion.

Primero se calcula A = b? — 4ac = 8% — 4-2-(—3) = 88. Como el discriminates es positivo, la
ecuacion tiene dos rafces reales distintas.

Luego se calcula las raices, es decir;
_ —8+/88 - —8+ /88

4 4
Por lo anterior, la suma de las raices de la ecuacién es:

—8+\/@+—8+\/§7—8+\/@—8—\/@7—16
4 4 B 4 4

I Z2

T+ X2 =
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9. Si se colocan todos los ntmeros de 4 digitos en una témbola, jcuél es la probabilidad de sacar
un namero tal que sus cuatros digitos sean nimeros primos y diferentes?

72

1

75

e Opcién correcta: b
e Solucioén:

Las posibilidades para el primer digito serd 4 ntiimeros, a mencionar, 2,3, 5 y 7.
Las posibilidades para el segundo digito se reduce en 1 pues deben ser diferentes, por lo cual hay
3 posibilidades. Analogamente para el tercer digito y cuarto digito.

Asi habra un total de 4-3-2-1 = 24 niimeros que cumplan con lo solicitado de 9000 ntiimeros de

4 digitos.
Si A es la probabilidad de sacar un numero tal que sus cuatros digitos sean nimeros primos y
24 1
diferente ent PA)= —=—.
iferente entonces P(A) 9000 = 375
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10. En la siguiente figura los segmentos a, b, ¢, d y e son paralelos y dividen al lado AB en 5 segmentos

iguales, como se muestra en la figura.

CV

e Opcion correcta: ()

e Solucion: Utilizando semejanza de tridngulos, tenemos que:

C’

e a 20z

_—_—= — = —_— :4
T 53::>e 5% =

d a 40x
—=—=>d=—=d=28
2z 5z 5z

De forma analoga se determinan los valoresde cy b. ", a+b+c+d+e=20+164+12+8+4 = 60

10
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11. En la siguiente figura, AB||CD, E es el punto medio de CD, BE | CD, AE | BC.Si AB = 12,
CD =6, BE=6yGFE = /7 entonces la medida de FG es

A
(a) VT—/5
(b) V5 -2
(©) V2
C
(d) V5 e
F
s E
D
e Solucién:

Aplicando Pitagoras en ABEC se obtiene BC = 3+/5.
Por otro lado, AABF ~ ADCF, por lo que
12 AB BF
—= = BF =2F
6 DC_FC ¢
Como BF + FC = BC = 3v/5 se tiene 2FC + FC = 3v/5, es decir, 3FC = 3v/5, por lo que
FC = /5.
Aplicando Pitagoras en AGCE se obtiene GC = /2, por lo que FG = FC — GC =+/5—/2

11



IT Eliminatoria — XXXIII OCM 2021 Nivel IT — Solucion

12. Considere las ecuaciones de segundo grado

E1:20212°2 +bx +¢=0

E2:cx?® +br+2021 =0

Si sabemos que = = 7, es solucién de la ecuaciéon E1 determine una solucion de la ecuacion E2.

(a)
(b)

(c) m
(d) 2w

1

m
1

27

Opcién correcta: (a)
e Solucién: Como 7 es solucién de E1 se tiene que 202172 + b + ¢ = 0, ademas se puede dividir

b c
la ecuacion por 72 se tiene que: 2021 + — + — = 0 que se puede escribir como:
T

1\° 1 1
c <> +b () + 2021 = 0 lo que significa que — es solucion E2
T 7 T

12
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IT Parte: Desarrollo Valor 21 puntos, 7 pts ¢/u

Instrucciones: Los siguientes ejercicios deben ser resueltos en las hojas adicionales que se le entrega-
ron. Conteste en forma ordenada, completa y clara. Se califica procedimientos y respuesta.

1. Sean z y y dos ntiimeros reales tales que z?(y + 10) = 2* + 9+ y. Determine los valores de z para
los cuales se tiene que y es un entero negativo.

e Solucién: Como z%(y + 10) = x* + 9 + y se puede despejar y como funcion de z:

22y +1022 =21+ 94y
x2y—y:x4+9—10x2
y(x? —1) =2 —102° + 9
Se puede factorizar por inspeccién como
y(a® —1) = (2* = 1)(a* - 9)
yz+)(x—1)=(z—-1)(x+1)(z+3)(x —3)
Si z es diferente de 1 y —1 se puede simplificar

y=(-3)(z+3)=2>-9

Esto significa que y puede tomar valores enteros desde —9 a —1. Entonces si:

y =22 —9 = —9 entonces 2> = 0 entonces = = 0.
y =22 —9 = —8 entonces 22 = 1 entonces = 1, z = —1. No ya que son restricciones
y =2 —9 = —7 entonces 22 = 2 entonces x = v/2, r = —/2 .
Y= 22 — 9 = —6 entonces 2 = 3 entonces x = \/g, x=—/3.
y =2 —9 = —5 entonces 2> = 4 entonces x = 2, x = —2 .
Yy = 22 — 9 = —4 entonces 2 = 5 entonces x = \/5, x=—5.
y =22 — 9= —3 entonces 22 = 6 entonces = V6, t = —/6 .
Y= 22 — 9 = —2 entonces 2 = 7 entonces x = \ﬁ, x=—7.
2 2 T

y =22 — 9= —1 entonces 22 = 8 entonces r = /8, r = —/8 .

13
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2. Uno de los diferentes sistemas solares del Universo tiene la particularidad que 4 de sus planetas
llamados Jakku, Sorgan, Umbara y Nevarro poseen anillos planetarios. No se cuenta con la in-
formacién completa pero se sabe que:

Ningtn planeta tiene més de 14 anillos.

Sorgan duplica en cantidad de anillos a Nevarro.

Entre los 4 planetas suman 32 anillos.

Umbara es el que méas anillos tiene.
» Entre Nevarro y Umbara suman 18 anillos.

De acuerdo con informacion dada, jes posible determinar la cantidad de anillos que posee cada
planeta?

e Solucion: Considere que la cantidad de anillos planetarios de de Jakku es x, Sorgan es y, Umbara
es z y Nevarro es w.

Se tiene que:

s 1 <2x,9,2z,w < 14 pues todos poseen anillos y ninguno tiene mas de 14 anillos.
oy =2w

" r4y+z+w=232(*%

m w+2=18

Sustituyendo en (*) tenemos:
T+y+z+w=32

xr+ 2w+ 18 = 32
T+ 2w =14

Se puede deducir que = debe ser par menor a 14.

Si z =2 entonces w =6, y = 12 y z = 12. Imposible, Umbara es el que méas anillos tiene.

Si x =4 entonces w =5, y = 10 y z = 13. Es posible

Si z =6 entonces w =4, y =8 y z = 14. Es posible

Si z = 8 entonces w =3, y = 6 y z = 15. Imposible,ninguno posee mas de 14 anillos.

Si x = 10 entonces w = 2, y = 4 y z = 16. Imposible, Imposible,ninguno posee més de 14 anillos.
Sixz =12entonces w =1,y =2y z = 17. Imposible, Imposible,ninguno posee mas de 14 anillos.

De acuerdo con la informacién podemos dar dos opciones como posible cantidad de anillos que
tiene cada planeta.

14



