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ALGEBRA

1. Determine los valores de m de modo que el sistema

2 +y=4
P+ (8 —-m)z?=16—m

tenga exactamente dos pares de soluciones (z,vy).
Solucién:

Despejando y de la primera se tiene que y = 4 — 22, sustituyendo en la segunda se obtiene

¥+ B8-—m)a?—-16+m=0 < “4—-2)2+8-m)22—16+m=0

e 2t -8 +16+(8—m)z?—16+m =0

4

s 2t—ma24+m=0

2 2

Sea u = z“, entonces se obtiene la ecuaciéon u® — mu + m = 0.

El discriminante es A = m? — 4m, que es positivo si m < 0 0 m > 4. Si m < 0 entonces las raices
son

m+vm?2 —4m
2

u =
En este caso, hay una raiz positiva y una negativa, luego, sustituyendo se tiene que

s m+vVm?—4m

xr = B

es decir

i\/m—i-\/mQ—llm
xr =
2 )

y el sistema original tiene exactamente dos pares de soluciones.
Por otro lado, si m > 4 se tiene que las dos raices son reales, pues es claro que

m+vVm?2 —4m

- >0,
v 2

mientras que m > vm?2 — 4m y entonces

m—vm?2 —4m
U = 5 > 0,

pues m > vVm?2 — 4m. En este caso se obtiene cuatro pares de soluciones reales para el sistema
original.
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2. Sea m un namero entero positivo, tal que la ecuacion m? — x (x + 1) = 212 posee dos soluciones
enteras distintas. Determine todos los posibles valores de m.

Solucién:

La ecuacion m? —x(x+1) = 212 es equivalente a la ecuacion cuadractica 22 +x + (212 —m?) = 0.

—1++/A
2
Se requiere que la ecuaciéon posea dos soluciones enteras distintas.

Las soluciones de la ecuacién son de la forma z =

Por lo que, debe cumplirse que A > 0, que A = u? para algin u entero positivo y que —1 4 u
sea par (es decir, que u sea impar).

Debe cumplirse que 1 — 4(212 — m?) = u2. Es decir, que 4m? — u? = 847. De donde, se requiere
que (2m —u)(2m +u) = 7- 112

Se tienen tres posibilidades:

L.2m—u)=7-112y 2m +u) = 1, de donde m = 212 y u = 423

2.2m—u)=7-11y (2m+u) =11, de donde m = 22 y u = 33

3.2m—u) =Ty (2m +u) = 112, de donde m = 32 y u = 57

Los valores admisibles para m son 212, 22 y 32.

GEOMETRIA

3. Sea L un punto en el interior de un AABC'. Pruebe que

AB+ BC + AC

5 < LA+ LB+ LC < AB+ BC+ AC

Solucioén:

De acuerdo con la informacién dada, se obtiene la siguiente figura:

Por el tridAngulo ALB y la desigualdad triangular se obtiene que LA+ LB > AB. Analogamente,
LB+ LC >BCy LA+ LC > AC.

La primera desigualdad se obtiene al sumar los respectivos lados de las tres desigualdades encon-
tradas anteriormente. Es decir;
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LA+ LB+ LB+LC+LA+LC> AB+ BC + AC = AB+B2C+AC < LA+ LB+ LC.

Para probar la segunda desigualdad (LA + LB + LC < AB + BC + AC), se prolonga el BL y
se interseca con el AC en el punto M. Luego, AB + AC = AB+ AM + MC > BM + MC =
LB+ LM+ MC>LB+ LC = AB+ AC > LB+ LC.

Analogamente, AC + BC' > LA+ LB (al prolongar el CL y se interseca con el AB en el punto
N)y AB+ BC > LA + LC (al prolongar el AL y se interseca con el BC en el punto P).

Se obtiene la segunda desigualdad, al sumar los respectivos lados de las tres desigualdades en-
contradas anteriormente. Es decir;

AB+AC+ AC+BC+AB+BC >LB+LC+ LA+ LB+ LA+ LC =LA+ LB+ LC <
AB + BC + AC.

4. El cuadrilatero ABCD de la figura adjunta, es tal que sus lados tienen longitudes enteras y su
area es 686 cm?. Si AD = 28 cm. y OB = AB, determine el perimetro del cuadrilatero.

D C

. A

A * B
Solucién:
Sean CD =y, CB = AB = z.
Considere el segmento C'E perpendicular al segmento AB en FE.
Se tiene que AE =y, EB=x —y.
Como AD = 28, se tiene que CE = 28.
28(z — y)

Como el area del cuadrilatero mide 686, se tiene que 28y + = 686. Luego, y = 49 — .

Por otra parte, por el teorema de Pitagoras, se tiene que 282 + (z — y)? = 22, de donde 784 +
(x — 49 + )% = 22. Luego, 322 — 196z + 3185 = 0.

91
Se tiene que t =350z = 3

Debido a que el cuadrilatero tiene lados de longitud entera, x = 35. Luego, y = 14.

Las longitudes de las medidas de los lados son 28, 14 y 35. Y el perimetro del cuadrilidtero mide
28414 +2-35=112.
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RAZONAMIENTO LOGICO

5. Ana le propone a Pedro este problema: "Dado un ntimero natural n > 3, considere las fracciones
de la forma —, donde a y b son ntimeros naturales y primos relativos que cumplen a < b <
a .
n < a + b Determine la suma S (n) de estas fracciones".

Para resolver el problema, Pedro considera un valor de n particular y calcula la suma de las

fracciones obteniendo . Ana se da cuenta de que Pedro, por error, no consider6 la fraccion

cuando a = 1. jPuede Ana deducir qué valor de n us6 Pedro? Justifique.
Solucién:

Ana se da cuenta del error de Pedro por que noto el patron.

2 2
Paran—SlasumaesS—ﬁ—i-ﬁ—l

2 2
14723 3.4
Esto se debe a que cuando pasamos de n a n+1 las fracciones donde a +b = n+1 (que cumplen
las hipotesis para n) ya no cumplen las hipotesis para n + 1. Es decir, se pierdzen las fracciones
an+1—a) a(n+1)+(n+1—a)(n+1
si a y n+ 1 son primos relativos entonces también loson n+1yn+1—a.

Paran =4 lasumaes S = 1

del tipo

, pero se ganan dos nuevas fracciones ] ya que

Ademas se tiene que

2 2 2

an+1—a) a(n+1) + (mn+1—a)(n+1)

Por tanto la suma siempre es 1.

. . : . 2
Si Pedro no consider6 la fraccion cuando a =1y b = n es decir, la fracciéon — la suma seria.

n
2 1
Paran=3lasumaes S=1— - ==
3 3
2 2
ara n a suma es 11
2
Paran:5lasumauesSzl—f:§
5 5
-2 201
Por tanto para Pedro S = n = 0 5, con lo cual n = 2017.
n 2017

6. En una cuadricula de 2017 x 2017 se tiene una ficha que se mueve con las reglas del caballo del
ajedrez; es decir, dos casillas en forma horizontal y una vertical, o dos en forma vertical y una
horizontal. Se coloca esta ficha en la esquina superior izquierda y en cada movimiento se quiere
que avance hacia la esquina inferior derecha, es decir, que no pueda quedar en una casilla que
esté méas a la izquierda o mas arriba de donde estaba anteriormente. Determine la cantidad de
casillas hasta la que podria llegar siguiendo estas reglas.

Solucioén:

Numeremos las filas y columnas empezando por la casilla superior izquierda y llamemos (m,n) a
la casilla que esta en la fila m y columna n. Vemos que los tinicos movimientos posibles a partir de
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la casilla inicial (1,1) es a las casillas (3,2) y (2, 3); a partir de estas dos posiciones, inicamente
se puede mover a las casillas (5,3), (4,4) y (3,5); a partir de estas tres posiciones tinicamen-
te se puede mover a las casillas (7,4), ( 5), (5,6) y (4,7). Observamos que la cantidad posible
de casillas a las que se puede llegar aumenta en una unidad y corresponden a casillas en diagonal.

21314567
1] e
2 °
3 ° °
4 ° °
) ° °
6 °
7 °

Si nos fijamos en la casilla que estd mas abajo de cada una de estas diagonales (hasta el momento
son las casillas (1, 1), (3,2), (5,3) y (7,4)) , como a partir de la casilla anterior se baja dos unidades
y se mueve a la derecha una unidad, se obberva que todas estas casillas estan en una fila impar
m y en una columna que correspode a ™= por lo que en la cuadricula de 2017 x 2017 se llegara
hasta la casilla (2017, 1009).

Hasta esa casilla se tiene digonales completas, en el sentido que cada una tiene una casilla méas que
la anterior, por lo que hasta este momento se tienen 1+2+3+---+1009 = % = 1009505
posibles casillas hasta las que se puede llegar.(x)

De ahi en adelante ya no son diagonales completas, por lo que se debe buscar otra forma de contar
las casillas que faltan. Observemos que 2017 es impar y deja residuo 1 al dividirse por 3; esto es
equivalente a decir que deja residuo 1 al dividirse por 6. Analicemos entonces lo que ocurre con
nimeros mas pequenos con estas caracteristicas: 7, 13, 19, 25.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
1 [
2 [ ]
1 2 3 4 5 6 7 3 L] [ ]
1 [ 4 [ [ J
2 [ 5 [ ] [} [ ]
3 [ ] [ ] 6 [ [ ] [ ]
4 [ [ 7 [ ] [ ] [ ] [ ]
5 [ [ ] 8 [ [ ] [ ]
6 ® 9 [} [ ] °
7 [ ] [ ] 10 [ ] [ ] [ J
11 [ J [ ] [ J
12 [ ] [ )
13 [ ] [ ] [}
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10 [ ] [ ] [ [ ] [ ]

12 [ [ ] [ ] [

13 [ ] [ ] [ [ ] [ ]

14 [ ] [ ] ° [ ]

15 [ ] [ ] [ ] [ ]

18 [ [ [ ]

19 [ ] [ ] [ [ ]

Ordenemos lo que se observa de la siguiente manera:

TX7:7=6-1+1, cantidad de casillas que no corresponden a diagonales completas: 1
13 x 13: 13 =6 -2+ 1, cantidad de casillas que no corresponden a diagonales completas: 1 + 4
19 x19: 13 = 6-3 41, cantidad de casillas que no corresponden a diagonales completas: 1 +4+7

En general se puede plantear que para una cuadricula de tamano k£ x k, con k = 6-n+ 1 la
cantidad de casillas que no corresponden a diagonales completas es 1 +4 4+ 7+ ...+ (3n — 2).
Como 2017 = 6 - 336 + 1, se tiene

336 336 336337
14+44+7+...+(1009) = 3n—2)=3 ~2.336=3- 22" "" _ 672 = 169176
FA4+TH .4 )= (3n—2) dn 5

n=1 n=1

Finalmente, por lo obtenido en (x), la cantidad total de casillas a las que se puede llegar es

36 - 337
1009 - 505 4+ 3 - % — 672 =678721



