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Geometria

1. Sea AABC acutangulo con ortocentro H. Sea X un punto de BC, tal que B— X —C. Sea T la
circunferencia circunscrita del ABH X y I's la circunferencia circunscrita del ACHX. Sea F la
interseccion de AB con Fﬁ D la interseccion de AC con T's. Sea L la interseccion de m con

I" y J la interseccién de con I's. Muestre que L, X y J son colineales.

e Solucién:

Note que m/HLX = m/HBX (inscritos a HX) = mZHBC = 90° — mZC.

Ademas, mZLHX = 180° — m£ZDHX = m/ZC (DHXC ciclico).

Asi que mZHXL =180° —mZHLX —mZLHX = 180° — (90° — mZC) — m£C = 90°.
Analogamente mZH X J también es 90°. Asi, mZLXJ = 90° 4 90° = 180°.

Y por tanto L — X — J.
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2. Sea JABCD convexo, tal que A, B, C'y D estan sobre una circunferencia, con /DAB < ZABC.
Sea I la interseccion de la bisectriz del ZABC con la bisectriz del ZBAD. Sea [ la paralela a
Cﬁ que pasa por I. Suponga que [ corta a los segmentos DA y BC en L y J, respectivamente.
Demuestre que AL+ JB = LJ

e Solucioén:

Sea X sobre LJ tal que AL = LX.

Sea. /DAB = LA, /ABC = /B. Como ADCB es conciclico, mZADC = 180° — mZB,
m/DCB = 180° — m/A.

Al ser ﬁ I %, se cumple que mZALJ = 180° — m4B.

Como LX = AL, m/LAX =m/LXA = mTAB.

/B
Pero m/ZIBA = mT Entonces mZIXA =m/ZIBA, por lo cual I X BA es conciclico.

Por otro lado, mZLJB = 180° — m/ZA.

/A
Ademas, mZJXB = 180° — m/IXB = m/IAB = mT (JAIX B conciclico)
LA msA
= m/XBJ = 180° — (180° — m/A) — mT = mT = m/JXB.

=XJ=JB=AL+JB=LX+XJ=LJ.
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3. Sea AABC acutangulo, con incirculo I' e incentro I. I toca a los lados AB, BC'y AC en Z, X
y Y, respectivamente. Sea D la interseccién de ﬁ con Cﬁ y L la interseccion de E con XY.
Suponga que D y L estan afuera del AABC. Pruebe que A, D, Z, I, Y y L estan sobre una
circunferencia.

e Solucioén:

Primero, al ser jﬁ y jﬁ tangentes a I', ZAY T y ZAZI son rectos. Su suma sera 180°, por lo
cual JAZTY es ciclico.

Ahora, como CX = CY, mZCXY = m/CY X = 90° — %
= mLILY = m/BLX =180° —m/ALBX —m/LXB
/AB /AB /ZACB /AB
:1800_%0_(1800_m4YXC):mgyxc_mTczgoo_m 20 _me c_
m£BAC
5

Como m/IAY también es %M, entonces mZILY = m/TAY = OIY LA ciclico.

Anélogamente, [JADZ]I es ciclico también. Asi, Sobre el circuncirculo de ZAIY esté el punto
Z y L. Pero este circulo también pasa por D. De donde A, D, Z, I, Y y L estan sobre una
circunferencia.

Comentario: no es necesario la condicién de que D y L estén fuera del tridngulo, pero es mas
sencillo ponerla, para evitar varios casos.
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Teoria de Numeros

1. Sea p > 5 un primo tal que ninguna de sus cifras es divisible por 3 ni por 7. Pruebe que la
ecuacion 24 4+ p = 3y* no tiene soluciones enteras.

e Solucién:

La ultima cifra de p no puede ser par pues 2 1 p.

Tampoco puede ser 5 pues 5 1 p.

Tampoco puede ser 3, 6, 9 0o 7 pues se incumplirfaa ental caso el enunciado.
Por lo que la ultima cifra de p es 1.

Ahora, un numero puede dejar residuo 0, 1, 2, 3 0 4 al dividir entre 5. Al elevar al cuadrado dejara
residuo 0, 1, 4, 4 o 1 respectivamente. Al elevarlo a la 4 dejaré residuo 0, 1, 1, 1, 1 respectivamente
al dividir entre 5.

Las tinicas opciones para el residuo de z* al dividir entre 5 seran entonces 0 o 1 y las tinicas
opciones de 3y* seran 0 o 3.

Pero p deja residuo 1 al dividir entre 5, por lo que 2* + p deja residuo 1 o 2.

Sin embargo esto representa una contradiccion ya que ambos lados de la ecuacién deberan dejar
el mismo residuo y no se podra dado que los conjuntos {0,3} v {1,2} son disjuntos.
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2. Sean z, y, z enteros positivos y p un primo tales que < y < z < p. Ademas 23, 3, 22 dejan el
mismo residuo al dividir entre p. Pruebe que = + y + 2z divide a x? + 3% + 2.

e Solucién:

Al dejar 22, y3, 23 el mismo residuo al dividir entre p, se tiene que p|z3 —y3, p|y® — 22 y p|23 — 23

Note que 0 < z—y < p, por lo cual pt z—y. Pero p| (z — y) (22 + zy + y2), por lo cual p|22+yz+y>
y analogamente p|z? + 2y + y? y plz? + z2z + 22

También, p| (2% + 2y +y?) — (22 + 22+ 22) =2 (y—2)+(y—2)(y+2) = (y—2) (z+y +2).
De nuevo, p no divide a y — z, y asi plz +y + z (1).

Asi, p (2(a:+y+z)2— (2% + 2y + y?) — (£U2+:IJZ+22)) =3(xy+z2z+y2).
Pero0<z<y<z<p=p>= (p,3)=1=pley + zz + yz = 2p|2zy + 22z + 2yz (2).

De (1),usando 0 <z +y+2<32<3p,setienequex+y+z=pox+y+z=2p.

En ambos casos = + y + z|2p.

Usando (2), 24y +2|20y+22242yz = o+y+2| (z +y + 2)° — (2zy + 2202 + 2y2) = 22 +12+22.
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3. Hallar todos los valores de n y m naturales, tales que

(n—1)2""1 +5=m? +4m

e Solucidén:

La ecuacién se puede reescribir como (n — 1)2" ' =m2 +4m —5 = (m —1)(m +5). Sin > 2
entonces alguno de los factores debe ser par, luego, podemos suponer que m — 1 = 2k. Susti-
tuyendo en la ecuacién se obtiene que (n — 1)2"~! = 2k(2k + 6), simplificando se obtiene que
(n—1)2"3 = k(k +3), donde n > 3 y k > 0. Observe que los niimeros k y k + 3 tienen distinta
paridad, de modo que necesariamente 2”3 debe dividir alguno de ellos.

Caso 1. 2" 3|k +3

Como 2" 3|k + 3, entonces necesariamente k|n — 1, luego, se cumple que 2" 3 < k+3y k <n—1,
luego, 273 < n + 2. Verificando directamente se puede comprobar que esta desigualdad solo se
cumple para n < 6. Verificando directamente cada caso se tiene que la tinica solucién esn =6y
k=5esdecirn=6y m=11.

Caso 2. 2" 3|k

Como 2" 3|k, entonces necesariamente k+3|n — 1, luego, se cumple que 2" 3 < ky k+3 <n—1,
luego, 23 < n —4, pero esta desigualdad es falsa para todo valor de n, luego, no hay soluciones
en este caso.

Finalmente, si n = 1 se obtiene 0 = (m — 1)(m +5), en cuyo caso n =1y m = 1 es también una
solucion.

En resumen, las tnicas soluciones son (n,m) = (1,1) y (n,m) = (6,11).
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Algebra

1. Hallar todas las soluciones del sistema

4
\3/%—{—2’(056:0
T

4
3] T2

— + 5wy =0
Yy

/Y 13 —
V' =

125 343

12 5 4

+ o+ 2 =16
1 VT

donde z,y,2 >0y w € R.
e Solucion:

Observe que z,y, z son distintas de cero. Multiplicando la primera ecuacién por z, la segunda

por y%/3 y la tercera por z%/3, se obtienen las siguientes ecuaciones:
x1/3y1/3z4/3 + 2wz? = 0
UBYlBA8 L BB = 0
UBYBA8 L A3 =

Restando la primera menos la segunda se obtiene que

. Q6
w(5y5/3—2:n2):0 = y= 51—;

pues w # 0 (porque sino, x =y = z = 0, lo que es imposible).

Restando la primera menos la tercera se obtiene que

[ 86
4/3 — 2 = = . _
w (72 2z ) 0 = =z 343

Sustituyendo ambas en la cuarta ecuacién se obtiene que
212 4625 —16 =0

6

Haciendo u = z°, se obtiene que

u?+6u—16=0
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Las raices son v = —8 y u = 2, luego, la tnica posible es u = 2. Si u = 2 entonces = = /2.
. . i . 5/ 16 4/ 16
Sustituyendo en las ecuaciones anteriores se obtiene que y = \/ ——y 2 = {/ ——.
125 343
929/90
Finalmente, sustituyendo en la primera ecuacién se obtiene que w = Ry entonces la tnica

solucion es

05 /16 o[16 20
"V 1257V 3437 7.51/5
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2. El ntimero inicial de habitantes de una ciudad de més de 150 habitantes es un cuadrado perfecto.
Con un aumento de 1000 habitantes pasa a ser un cuadrado perfecto mas una unidad. Después
de otro aumento de 1000 habitantes vuelve a ser un cuadrado perfecto. Determinar la cantidad
de habitantes que hay inicialmente en la ciudad.

e Solucién:

Sea x el ntmero inicial de habitantes de la ciudad y los nimeros naturales a,b y c. Segin las
condiciones del problema

2

r = a
x4+ 1000 = b2 +1
x + 2000 = 2

Restando la tercera y segunda ecuacién, ¢ — b2 = 1001 = (¢ — b)(c +b) = 7-11-13 y como
¢ —b < c+ b se tienen los siguientes casos

a) c—b=1yc+b=1001 = c =501y b=>500= = 249001 = 4992 que es soluciéon del
problema.

b)) c—b=Tyc+b=11-13 =143 0c—b =11y c+b = T7-13 = 91 donde se obtiene
respectivamente ¢ = 75 y b =68 0 c =51y b =40 = =z = 3625 o x = 601 que no son
cuadrados perfectos.

¢) c—b=13yc+b=7-11=T7T=c=45y b= 32 = x = 25 que es un cuadrado perfecto
pero muy pequeno para una poblacién.

Por lo tanto, la ciudad tiene inicialemente 249 001 habitantes.

10
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Funciones y Trigonometria

1. Sean a, by ¢ ntimeros reales, y sean f (z) = ax® +br+c y g(z) = ca®+bx +a funciones tales

5

que |[f(—=1)| <1,|f(0)| <1y |f(1)] <1.Demuestre que si —1 <z < 1, entonces |f (z)| < 1
ylg(@)] <2

e Solucioén:

Se pueden conseguir coeficientes A, B y C tales que se tenga idénticamente:
f(z) :Ax(x+l)+B:r(ac—1)+C(:n2—1)

Particularizando para x = 1, —1,0 se tiene

f(0)=~C=C=—f(0)
f1)=24=>A= f(21>

f(—l):—2B:>B:—f(;1)

Entonces )

flz) = fé)x(xu)—f‘;%(x—1)—f(0)(x2—1),vxeR
= Wi+ L0 -4 00 - 0)

Por la hipétesis del enunciado se deduce que:
1 1 )
@) < gl (ot 1)+ le (1 —2) [ +]1 -2
Ademas, como —1<2<1,14+2>0,1—2>0y1—2x2>0, por lo que

2]

2]

f@l < Pery+Banea-a
= |52U‘(x+1+1—x)+(1—x2)
= |z|+1—2?

2
= (el - 1)+

11
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Por otra parte, para x # 0, z2f <i> =z <a-$12+b-;+c> =cr’+br+a=g(x).
Entonces
so21(2) - 2[5 1)

- f(21)(1+:c)+f(;) (z—1)+ f(0) (2* - 1)

valido para —1 <z < 1.

Asi pues

1 —1
o) < P ey

x+1+1—a¢
2 2

12
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2. Sea f:RT — R definida por

1
T) = - . .
/(@) Va2 +6x+9+ Va2l +4dr+3+ Va2 +2x+1
Calcule f (1) + f(2) + f(3) +--- + f(2016)
e Solucion:
Observe que 22 4+ 6z +9 = (24 3)2, 22 +4x+3 = (z+3)(z+1) y 22 + 22+ 1 = (z+ 1)
Entonces
1
flz) = 3 3 3
Va2 +6x+94+ Va2 +4r+3+ a2+ 22+ 1
_ 1
N 3 2 3 3 2
VE+3) " +Y(x+3)(z+1)+ {/(z+1)
1 Jr+3—-Yr+1

Y32+ (w+3)(x+1)+</(x+1)2.€/x+3_€/$+1
Vr+3—-vr+1

2
Por otro lado, observe que
py - VIESSVIEL VA-VR
f(2) = \/2+3;\/2+1 _ \[;\/g
V3+3-V3+1 V6 — i
f@3) = . SRS
) - VAESSVAEL VT-V6
y entonces
FO+FRQ)+fB)+f(4) = \/15\@+\/5;\/§+\/6;\/1+ﬁ;\/5
_ VT+V6-V3-V2
2

Es decir, en la suma se cancelan todos los términos, excepto los dos primeros negativos y los dos
ultimos positivos. Aplicando esta propiedad se obtiene que

2019 + /2018 — /3 — /2
2

FO)+ @)+ +[(2016) =

13
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3. Sea f:Z* — Z* U {0} una funciéon que cumple las siguientes condiciones:

a) f(a-b)=f(a)+f(0),

b) f(a) =0 siempre que las cifras de la unidades de a sea 7,

¢) f(10) = 0.

Hallar f(2016)
e Solucién:

Al descomponer en factores primos el ntimero 2016 se obtiene 2016 = 25 - 32 . 7.

Por la condicién a) se cumple que f(2016) = f(2°-3%-7) = f(2°) + f (3%) + f (7). Ademés
7 (a") = nf (z), por o que f (2016) = 57 (2) +2f (3) + f (7).

Por otra parte, por las condiciones ¢) y a) se cumple que f(10) = f(2-5) = f(2)+ f(5) =0,
de donde f(2) = 0y f(5) = 0 pues el rango de la relacion son los enteros no negativos. La
condicioén b) implica que f (7) = 0.

Asi f(2016) = 5-0+2f (3) +0 = 2f (3).

Dado que f(3-7-7)=f3)+f(7)+ f(7) = f(147) y por b) f(147) =0y f(7) =0, se cumple
que f(3) =0.

. £(2016) = 0.

14



