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ALGEBRA
k
1. Sea P (x) un polinomio de grado 2n, tal que P (k) = Pl para k = 0,---,2n. Determine
P(2n+1).
Solucioén:

De la condicion P(k) se tiene que (k+ 1)P(k) —k =0 parak=0,---,2n.

S
Por tanto el polinomio Q(z) = (z+1)P(z) —x de grado 2n+ 1 tiene 2n+ 1 soluciones y se puede
escribir como: Q(z) = (x +1)P(x) —x = Az(z — 1)(z — 2)--- (z — 2n).

Para determinar A considere z = —1,dedonde 1 = A-—-1--2---(=2n—-1)=—-A(2n+ 1)!, lo

que significa A = (2__:1)' entonces
n !
—1

1 1
Luego para x # —1 se tiene que P(x) = 1 (m— G +1)|x(a:—1)(96—2)---(3:—271)).
x n !

n

Por tanto P(2n+1) = 1
n

. (2n+ 1- M(zm 1)(2n)(2n — 1) (1)> _

2. Sea k un ntmero real, tal que la ecuacion kx? + k = 322 + 2 — 2kx posee dos soluciones reales
distintas. Determine todos los posibles valores de k, tales que la suma de las raices de la ecuacion
sea igual al producto de las raices de la ecuacién aumentado en k.

Solucién:

Se tiene que la ecuacion kx? + k = 322 + 2 — 2kx es equivalente a la ecuacién cuadractica
(k—3)x? 4+ 2kzr+k—2=0.

Se requiere que la ecuacion (k — 3)x? + 2kx + k — 2 = 0 posea dos soluciones reales distintas.
Sean x1 y x2 las raices de la ecuacion.

Debe cumplirse que (2k)? — 4(k — 3)(k — 2) = 20k — 24 > 0. De donde, k > &.

Debe cumplirse que x1 + 22 = 1 - 2 + k.

Se sab + _ 2% _k-2
e sabe que 21 + o2 = —o y que r1 -2 = —.
De donde, debe cumplirse que —2k =k — 2+ k- (k — 3). De donde, k = —v/2 0 k = /2.

El tinico valor admisible para k es v/2.
FUNCIONES

3. Sea f:Zt = R, tal que f(1) =2018 y f (1) + f(2) +---+ f(n) = n%f (n), para todo n > 1.
Encuentre el valor de f(2017).
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Solucioén:
fO)+-+fn)+fn+1) = (n+1)*f(n+1)
= n?f(n)+ f(n+1) = (n+1)*f(n+1)
= n’f(n) = (n+12f(n+1)— f(n+1)
= n?f(n) = fn+1)[(n+1)*—1]
_ n’f(n)
= fln+1) = n2 + 2n
= fin+1) = Zf—i(—n;
Ahora:

2016 - £(2016)

017 = 2018

2016 - 2015 - £(2015)
2018 - 2017

2016 -2015-2014---3-2-1f(1)
2018 -2017-2016---5-4-3

2. (1)
2018 - 2017

2
2017

1
4. Sea f :]0,00[ — R una funcion estrictamente creciente, tal que f (z) f (f (x) + —) =1.

Determine f (1).
Solucién:

Considere ¢ = f(1). Si se evaltia la identidad descrita en x = 1, obtenemos que
SO+ =tf(t+1) =1,

1
de donde podemos concluir que t # 0, y que f(t + 1) = T

Ahora, si se evalta en z = t + 1, obtenemos

1 1 1 1
i+ 0f (e =) =7 (G ) =1
fe+1f f(+)+t—|—1 tf t+t—i—1
1 1 >
f<t+t+1 ),
. . . 1 1 . .

y al ser f estrictamente creciente, se tiene que n + P =1, lo que implica que (t + 1)+t =

1++5
(t + 1)t, cuyas soluciones son t = 2\[.

1 )
Notese que si t = +2\[, tendriamos que 1 < ¢t = f(1) < f(t+1) = # < 1, que es una

contradiccion.
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Por lo tanto:

GEOMETRIA

5. Considere dos circunferencia I1; y Il tangentes exteriormente en el punto .S, tales que el radio
115 es el triple del radio de II;. Sea [ una recta que es tangente a I; en el punto P y tangente a
II; en el punto @, con P y @ distintos de S. Sea T un punto en I, tal que el segmento T'Q es
diametro de IT5 y sea el punto R la interseccion de la bisectriz del ZSQT con ST. Pruebe que
QR =RT.

Solucioén:

De acuerdo con la informacién dada, se obtiene la siguiente figura:

014 R

LYo

Considere mZRT(Q) = o y mZRQT = mZSQR = (. Para demostrar que QR = RT, bas-
ta probar que a = 5. Como el ZQST es un éngulo inscrito en Iy y inscribe medio circulo,
mZQST = 90° y por lo tanto o + 25 = 90°.

Se tiene el paralelismo O1P || O2Q, de modo que si A es el punto de intersecciéon de una recta

PA
paralela a O1P que pasa por S con la recta PQ), por el teorema de Tales se tiene que ——

AQ
0.5 1 -

—— = — y ademéas AS 1 PQ.

S0, 37 @

Luego se traza la tangente comun a ambas circunferencias, por el punto S, se procede a denotar
por M la interseccién de dicha tangente con P(Q) y se sabe que las tangentes externas desde un
mismo punto a un circulo son iguales, entonces PM = MS y MS = MQ.

Se puede observar que el punto M es el centro de una circunferencia que pasa por los puntos
P,Q, S y por lo tanto el tridngulo PSQ es rectangulo con dngulo recto en ZPSQ, y como ZQST
también es recto, los puntos P, S y T son colineales.

Se sabe que MS = MQ, entonces mZMSQ = mZMQS y como este ultimo es semiinscrito
en el arco S@Q, entonces mZMSQ = mLMQS = «, al igual que mZST(Q. Lo mencionado
anteriormente, se puede ver en la siguiente figura:
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Ore.. R

Como /PMS es externo al AMSQ, entonces la m/PMS = 2a. Ademés, al ser APS(Q rectan-
gulo, la mZSPQ = 28 pues mZPQS = «.

Por tltimo, de la relacion AQ = 3P A que se encontro anteriormente, entonces PQ) = 4P A y como
PM = MQ se obtiene que PM = 2PA y por tanto AM = PA. Por el criterior de congruencia
LAL, se tiene que APAS =2 AMAS, entonces 2a = 203, es decir; a = 5.

Por lo tanto o = 3, entonces QR = RT.

6. En el triangulo ABC con incentro I y circuncirculo w, la tangente por C' a w interseca AB en
el punto D. Las rectas ﬁ y intersecan a la bisectriz del ZCDB en E y F', respectivamente.
M es el punto medio de AB. Pruebe que m pasa por el punto medio del arco ACB de w.

Solucioén:

Sea AINw=Gy BINw= H. P es el punto medio del arco ACB de w
Tenemos que /FEA = /EAB — /EDB = {(/CAB — /CDB) = $/DCA = }/ABC =
/FBA=/HGA = EF | GH.

Asi IM pasa por el punto medio de GH (1)

Por otro lado es conocido que GH 1. CI = GH || CP = ZGHB = /CHG = /PGH =
HI || PG.

Similarmente, GI || PH = PGIH es un paralelogramo. Asi [P pasa por el punto medio de
GH (2)

De (1), (2), tenemos que I, M, P son colineales.



