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GEOMETRIA

1. Sean H el ortocentro y O el circuncentro del triangulo acutangulo AABC. La circunferencia con
centro en H y radio HA corta a las rectas AC' y AB en los puntos P y @), respectivamente. Si
el punto O es el ortocentro del tridngulo AAPQ, determine la medida del ZBAC.

Solucién:
Como AH = HQ, el punto H esta sobre la mediatriz del AQ, y como C'H es altura del tridngulo

ABC, resulta qeu CH es la mediatriz del AQ y es altura del triangulo AQC.

A

Q

Si O es el ortocentro del triangulo AAPQ, resulta que QO es perpendicular a AP. Luego, si M
es el punto medio del AC se tiene que OM es perpendicular al AC (también al AP), por lo tanto
los puntos @, O y M son colineales. Luego QM es mediatriz y altura del tridngulo AQC.

Como el circuncentro y el ortocentro del triangulo AAQC son iguales, el tridngulo AAQC es
equilatero. Por lo tanto, mZBAC = m/ZQAC = 60°.
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2. Considere el paralelogramo JABCD, con mZABC = 60°, y lados AB = /3, BC = 1. Sea w el
circulo de centro B y radio BA, y sea 7 el circulo de centro D y radio DA. Determine el area
entre las circunferencias w y 7, dentro del paralelogramo JABC D

A D

Solucion

3
Tenemos que el area del paralelogramo DABCD es (ABCD) = 3

Si E es la interseccion de w con DC, entonces BE = /3, y por ley de senos en el triangulo
1 1
ABEC se tiene que sen (LBEC) = 7 sen(120°) = 7 De donde mZABE = 30°.

. m P .
Ahora calculemos algunas areas: el area del sector circular ABE es Y el 4rea del sector circular

ADF es %, y ademas el area del triangulo (EBC) = @

4

Ast ol 4 3+7r 7 3 Hr+3/3-18

Sl €l area gue queremos es —— — _—— =
ued 4 176 2 12
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RAZONAMIENTO LOGICO

1. En un lugar lejano del Universo, un villano tiene una medalla con poderes especiales y quiere
esconderla para que nadie mas la pueda usar. Para esto, el villano la esconde en un vértice de
un poligono regular de 2019 lados. Olcoman, el salvador del pueblo Olcomita, quiere conseguir la
medalla para reestablecer la paz en el Universo, para lo cual tiene que pagar 1000 olcolones por
cada vez que realiza la siguiente jugada: en cada turno elige un vértice del poligono, el cual se
torna verde si la medalla esta en alguno de los cinco vértices mas cercanos (incluyendo al mismo
vértice) o rojo en caso contrario. Encuentre la menor cantidad de olcones que Olcoman debe
pedirle a Maricela para determinar con certeza la posicién de la medalla y poder reestablecer la
paz en el Universo.

Solucion

Vamos a probar que Olcoman no necesita mas de 406000 olcolones para determinar la posicion
de la medalla y que este nimero es 6ptimo.

Primero vamos a probar que si en algin turno el vértice se torna verde, entonces Olcoman necesita
a lo sumo 3000 olcolones mas para determinar la posicion exacta; en efecto, si Olcoman sabe que
la medalla esté entre a — b — ¢ — d — e entonces puede preguntar en el siguiente turno por el
vértice a (es decir, las piedras * —* —a — b — ¢). Si se torna rojo entonces es cuestion de un solo
movimiento méas para determinar si esta entre d y e. Si se torna verde entonces después puede
preguntar por el vértice d (es decir, las piedras b — ¢ — d — e — %). Si se torna rojo entonces la
medalla esta en a y si se torna verde entonces en un movimiento mas se determina si esta entre
by c. Con esto probamos lo que afirmamos arriba.

Ahora demostramos que 406000 olcones son suficientes. Olcoman puede tocar 403 vértices “con-
secutivos” que tengan cuatro vértices entre si; por ejemplo si los vértices estdn numerados
1,2,...,2019, entonces puede tocar los vértices 3,8,13,...,2013 (estos son (2013—3)/5+1 = 403
vértices). Si alguno se torna verde en el proceso, entonces por el resultado anterior tendriamos que
Olcoman es capaz de determinar la posicion con no méas de (403000 + 3000) = 406000 olcones (es
posible hacerlo con menos si la luz se torna verde antes del turno 403). Si todos se tornan rojos
entonces quiere decir que la medalla no estad en ninguno de los vértices 1,2,...,2015, y por lo
tanto solo queda encontrarlo entre 2016, ...,2019. En estos cuatro vértices se puede determinar
la posicion cos dos turnos mas, por lo que en este caso solo se necesitarian 405000. En efecto, si
pregunta por el vértice 2012 obtiene que la medalla esta en {2016,2017} o {2018,2019}, y con
un turno mas determina la posicién final.

Finalmente demostramos que 405000 olcolones no son suficientes. Considere el caso en que los
primeros 402 vértices que elige Olcoman se tornan rojos. Esto deja por lo menos 2019—5-402 =9
vértices de los que no se tiene informacion; llamémoslos desconocidos. Si 405000 olcolones fueran
suficientes, entonces 3000 olcolones serian suficientes para determinar la medalla entre estos 9
vértices desconocidos. Para el siguiente paso estudiamos las dos posibilidades en la escogencia
de Olcoman: que los cinco vértices mas cercanos al que toca sean desconocidos o que queden sin
preguntar por lo menos cinco vértices desconocidos (esto sucede porque 9 — (5 — 1) = 5). Si se
diera el primer caso entonces consideramos que ese vértice se torna verde, y si se diera el segundo
caso consideramos que el vértice se torna rojo. El problema se convierte en encontrar la medalla
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entre 5 posibles vértices con 2000 olcolones. Ahora hacemos un analisis de casos como el anterior:
que tres de los cinco vértices mas cercanos al que toca sean desconocidos o que queden sin pre-
guntar por lo menos tres vértices desconocidos (esto sucede porque 5 — (3 — 1) = 3). Si se diera
el primer caso entonces consideramos que ese vértice se torna verde, y si se diera el segundo caso
consideramos que el vértice se torna rojo. El problema se convierte en encontrar la medalla entre
3 posibles vértices con 1000 olcolones. Repetimos el argumento de casos igual que antes: que dos
de los tres vértices mas cercanos al que toca sean desconocidos o que queden sin preguntar por lo
menos dos vértices desconocidos (esto sucede porque 3 — (2 — 1) = 2). Si se diera el primer caso
entonces consideramos que ese vértice se torna verde, y si se diera el segundo caso consideramos
que el vértice se torna rojo. De esta manera se concluye que no es posible determinar la posicién
exacta de la medalla.

2. Un sitio web ofrece por 1000 colones, la posibilidad de jugar 4 turnos un determinado juego de
azar, en cada turno el usuario tendra la misma probabilidad p de ganar la partida y obtener 1000
colones (por turno). Pero para calcular p le solicita lanzar 3 dados y sumar los resultados, con lo
cual p seré la probabilidad de obtener dicha suma.

Olcoman visita el sitio web, y al lanzar los dados, se da cuenta que la probabilidad de perder su

4
dinero es de <@) .
108

a) Determine la probabilidad p de que Olcoman gane una partida y los posibles resultados con
los dados, para llegar a ésta.

b) ;Cuales sumas (con los dados) da la maxima probabilidad de tener una ganancia de exac-
tamente 1000 colones? Calcule dicha probabilidad y el valor de p para este caso.

Solucion:

a) Que Olcoman pierda su dinero significa que perdi6 con probabilidad 1 —p en las 4 ocasiones

entonces tendra (1 —p)* = (103>4 de donde p = i = E Lo que significa que los casos
108 108 216
favorables son 10 de 216. Esto ocurre cuando los dados suma 6 o suma, 15.
1) Suma 6:
Dados | Maneras
1,1,4 3
1,2,3 6
2,2,2 1
Total 10
2) Suma 15:
Dados | Maneras
6,6,3 3
6,5,4 6
5,5,5 1
Total 10
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b) Por otra parte como la suma de los dados van de 3 (1,1,1) a 18 (6,6,6) los valores con mayor
probabilidad se obtiene cuando la suma es 10 o 11. Para obtener la suma de 10 hay 27

maneras:
Dados | Maneras
6,1,3 6
6,2,2 3
5,1,4 6
5,2,3 6
5,4,1 6
Total 27
Del mismo modo se obtiene que hay 27 maneras de sumar 11 por tanto en ambos casos
27
P=516

Finalmente para ganar 1000 colones es necesario ganar y perder 2 partidas. Es ocurre en 6
casos GGPP, GPGP, GPPG, PGPG, PPGG, PGGP todas con una probabilidad de p?(1 —
p)2. Por lo tanto la méaxima probabilidad de ganar 1000 colones es:

3-72
6])2(1 _p)2 = 911




XXXI OCM 2019 — Dia 1 Nivel III — Banco de problemas

3. Considere la siguiente secuencia de cuadrados (de lado 1), en cada paso el cuadrado central se
divide en partes iguales y se colorea como se muestra en la figura:

T
SRl

Cuadrado 1 Cuadrado 2 Cuadrado 3
Sea A, con n € N, n > 1 el area sombreada del cuadrado n, demuestre que A,, < 3"

Solucién:

Note en el Cuadrado 2 es divido en 92 cuadrados de los cuales hay 48 de ellos sombreados, es
decir A 48 48 48 48 48 48
€ClI' Ag = —

92 del mismo modo tenemos: A3 = 9 + 5 M=g + % + 91
Suponga como hipétesis de inducciéon que:
A 48 48 48 48
k:@‘F@—F@—F"'ﬁ-gj

1 1
Considere que el Cuadrado k tendrda un cuadrado central de érea ok (es decir de lado 3—k), y

para la construccién del Cuadrado k + 1 se dividira en 81 cuadrados de lado pIasy de los cuales

1 48

se colorean 48 es decir se agrega un area de 48 SETT 3T = ghal Por lo tanto se tiene que:

N4 48 48 48 48 48

Con lo que se concluye que para todo n > 1

A _48 48 48 48
n—?‘F@—F?—F"‘-FQ*n

Por otra parte usando la progresién geométrica

1 1 1 1
A":48(§+@+§+“‘+97)
1 1 1 1 1 10
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1
An:48 9”]?"1_70
9
1—Z=
9
1 1 2 6
A 48(—— ):f_f
" 72 8-9n 3 on
2
An<§
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ALGEBRA

1. Sean z, y dos nimeros enteros positivos, con x > y, tal que 2n = x + y, donde n es un ntmero
entero de dos digitos. Si ,/xy es un numero entero con los digitos de n pero en orden inverso.
Determine el valor de x — y

Solucion

Sea n = xT—i-y = 10a + b, entonces ,/xy = 10b + a, elevando al cuadrado la primera ecuacién

tenemos que:

(x4 y)? = 4(10a + b)?

2% + 22y + y* = 400a® + 80ab + 4b*

Del mismo modo, de la segunda ecuaciéon tenemos que:
xy = 1000? 4 20ab + a?

Por lo tanto, si a la primera ecuacién le restamos 4 veces la segunda

22 + 2zy 4 y* — 4oy = 400a” 4 80ab + 4b* — 4(100b% 4 20ab + a?)

(z — 9)2 = 396a? — 396b% = 22.32. 11 (a2 _ b2)

Pero como = — y es entero, entonces a?> — b?> = 11k? donde k puede ser 1 o 2 ya que a y b son
digitos.

Si k = 1 entonces a® —b?> = (a+b)(a —b) = 11 y como 11 es pirmo a —b=1y a+b =11 por lo
quea=6yb=5

Si k = 2 entonces a? — b? = (a + b)(a — b) = 11 - 22 pero como los factores a — b y a + b son

15 7
menores que 18 la tinica posibilidad es que a —b =4y a+b =11 por lo que a = = yb= 5 que

no son enteras.

Finalmente
(z — y)? = 39602 — 3960 = 22 - 32 112

r —y =66
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2. Sean z,y,z € R, halle todas las ternas (z,y, z) que satisfacen el siguiente sistema de ecuaciones
222 — 3zy +2y? =

1
y? —3yz +422 = 2
22 4+ 322 — a2 3

Solucion

222 —3zy +2y° = 1
Y2 —3yz+422 = 2 (i)
22432222 = 3
Note que (i) + (i7) = (i)

(222 — 32y + 29°) + (v* — 3yz + 42%) = 22 + 320 — 2

222 + 3y% 4+ 422 — 3xy — 3yz = 2% + 3220 — 22

(222 4+ 3y% + 422 — 3zy — 3yz) — (2> 4+ 322 — 2?) =0
322 4+ 3y? 4+ 322 — 3y — 3yz — 322 =0
3+ + 22 —ay—yz—2x) =0

s @+ 4+ —ay—yz—22)=0

Si se cumple que (22 + 4% + 2% — 2y — yz — zx) = 0, también se cumple que 2(x? + 3% + 22 — 2y —
yz — zz) = 0. Notese claramente que

2 2

+(z—2)?2=0

222+l + 22—y —yzr—z2z) = (z—y)*+ (y— 2)

@(x—y)Q:0,(y—z)2:O,(z—x)2:O
Sr=y=2z

Sustituyendo a una sola variable en el sistema de ecuacione tenemos que las tnicas ternas (x, y, 2)
que cumplen el sistema de ecuaciones son (—1,—1,—1) y (1,1,1).



