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1. Introduccién

Una técnica muy util para el conteo son las biyecciones, que se basa en el siguiente teorema:
Teorema 1.1. Sean A y B dos conjuntos finitos, y sea n(A4) y n(B) la cardinalidad de estos, respec-
tivamente. Entonces,

3f : A— B| f es biyectiva = n(A) = n(B).

Para probar este teorema, primero se debe recordar que toda funcion biyectiva es tanto inyectiva
como sobreyectiva. Ahora, que una funciéon sea inyectiva significa que todos los elementos del rango
tienen una dnica preimagen. Un resultado directo de esta definicién es que, si tomamos R como el rango
de f, n(A) = n(R). Entonces, como R C B, n(A4) < n(B). Luego, que f sea sobreyectiva significa que
R = B. También note que dos elementos de R pueden tener una misma preimagen, asi que n(B) < n(A).
Finalmente, como f es tanto sobreyectiva como inyectiva, tenemos que n(A) < n(B) An(B) < n(A), lo
cual implica que n(B) = n(A).

o.3f : A— B f es biyectiva = n(A) = n(B). B

El Teorema 1.1 indica que si tenemos dos problemas de conteo y logramos probar que existe una
biyeccién entre el conjunto solucién de ambos, los problemas tienen el mismo nimero de soluciones.
Esto se debe a que dos conjuntos tienen la misma cardinalidad si se puede establecer una biyeccion
entre ellos. Es por esta razon que la biyecciones se utilizan como una técnica para resolver problemas de
combinatoria. Para probar que una biyeccién esté bien definida se debe demostrar:

= Coémo obtener un elemento del primer conjunto de uno del segundo.
= Como obtener un elemento del segundo conjunto de uno del primero.

= Por qué ambas construcciones son inversas.

2. Algunos teoremas y resultados

2.1. Bolas y paredes

La técnica conocida popularmente como “bolas y paredes” es muy util en combinatoria. Consiste
béasicamente en considerar los espacios entre los sumandos de una expresion al hacer un problema de
conteo.

Teorema 2.1.1. Existen (:;11) m-tuplas ordenadas (x1, xa, ..., Z,,) de enteros positivos que satisfacen
la ecuaciéon x1 + xo + - - - + T, = N

Prueba: Tome n 1’s y péngalos en una fila. Ahora, considere los espacios entre los 1’s, que son n — 1.
Para generar una tupla, se deben colocar m —1 “separadores” en cualesquiera de los espacios, uno en cada
uno. Los grupos de 1’s que resultan entre los separadores se suman. Por ejemplo, si tomamos n = 10 y
m = 4, se procederia asi para encontrar la 4-tupla (3,1,2,4):

1111111111=10
111 +1+11+1111=10
3+1+2+4=10.

Siguiendo este algoritmo, el problema se reduce a ordenar m —1 en n —1 espacios, es decir, hay (:7:11)
m-tuplas ordenadas. B



Teorema 2.1.2. Existen (";’Zﬁ;l) m-tuplas ordenadas (z1, 2, ...,Z,,) de enteros no negativos que

satisfacen la ecuaciéon x1 + x5 + - - - + T, = N.

Prueba: Tome n+m circulos blancos y poéngalos en una fila. Rellene el dltimo circulo de negro. Luego,
escoja cualesquiera m — 1 de los demas circulos al azar y los rellena. De izquierda a derecha, llamemos
a los circulos negros Cordelio;, Cordelios, ..., Cordeliog_1, Cordeliox. Los x1, xo, ..., x,, corresponden a
la cantidad de circulos blancos entre Cordelio; y Cordelios, Cordeliog y Cordelios, ..., Cordeliog_1 y
Cordelioy. Por ejemplo, si tenemos m = 7 un = 5. La 7-tupla (1, 0, 1, 0, 2, 1, 0) corresponde al arreglo:

CeeO0eeO0O0eO0 e

Esta claramente es una biyeccion. Entonces, el nimero de m-tuplas ordenadas es el mismo que el
nimero de maneras en las que se pueden elegir m — 1 circulos entre n + m — 1 circulos.

~. El ntimero de m-tuplas ordenadas es (" 1).

2.2. Numeros de Catalan

A través de biyecciones se puede encontrar una sucesiéon de nimeros que a menudo es tutil para
problemas.

Ejemplo 2.2.1. Considere una cuadricula de mxn. Si solo se puede caminar por los lados de las
casillas, y solo se puede ir arriba o a la derecha, podemos preguntarnos, ;cuantas formas posibles hay de
llegar del extremo inferior izquierdo al extremo superior derecho?

Solucién: Tome la siguiente cuadricula en la que m=10 y n= 6 como referencia. La linea naranja
muestran un camino posible.

n

m
Figura 1: Cuadricula con camino.

Note que, si D simboliza una movida hacia la derecha y A una hacia arriba, podemos escribir cada
camino como una secuencia de m D’s y n A’s. El camino de la Figura 1 se puede escribir de la siguiente
forma:

DAADDDADAADDDDAD

Por tanto, para encontrar la respuesta podemos simplemente encontrar cuantas formas hay de colocar
m D’s en m-+n espacios, ya que al colocar las D’s podemos colocar exactamente n A’s en los espacios
restantes y obtener un camino valido, ya que:

= Todo camino puede convertirse en un arreglo de D’s y A’s porque corresponden a los movimientos
(derecha o arriba).

= Todo arreglo de D’s y A’s puede traducirse en un camino si se va hacia la derecha cuando hay una
D y arriba cuando hay una A.

= Son inversas porque todo camino se puede representar como un arreglo de D’s y A’s y viceversa.

i Cuantas formas hay de colocar m D’s en m-+n espacios? Este es el niimero de maneras en las que
se pueden escoger m espacios de m+n, es decir, (m;;") Por lo tanto, esta permutacién es el nimero de
caminos posibles. ll

Ejemplo 2.2.2. Se tiene una cuadricula de nxn y se traza su diagonal que va de la esquina in-
ferior izquierda a la superior derecha. ;Cuantos caminos habria si se tiene que llegar de la esquina
inferior izquierda a la superior derecha sin sobrepasar esta linea?

Solucién: Llamemos caminos rebeldes a los caminos que sobrepasan la diagonal. Ahora, tomemos la
diagonal del cuadrado de (n-1)x(n-1), como en la figura:

Como se puede observar en la Figura 2, todo camino rebelde debe cortar la diagonal de este pequeno
cuadrado en alguno de sus puntos. Ahora, reflejemos la porcion del camino rebelde que se encuentra



Figura 2: Un camino rebelde (linea verde), con un punto rojo en el que choca con la diagonal del
cuadradito (n-1)x(n-1). El cuadradito (n-1)x(n-1) es el que estd delimitado por la linea vino, y la
diagonal de este cuadradito es la linea azul.

bajo la diagonal del cuadradito (n-1)x(n-1)) (la linea azul) a partir de su punto de interseccion (el punto
rojo). Resultaria una construccion de la siguiente manera:

Figura 3: La linea naranja es la reflexiéon de la linea verde punteada con respecto al punto rojo. La
columna rosada se tuvo que anadir porque la reflexion se sale de la cuadricula original de nxn.

Es facil notar con la Figura 3 que el camino resultante de la transformacion siempre se encuentra
dentro una cuadricula de (n+1)x(n-1). Ademas, esta cuadricula no tiene ninguna restriccion. Hemos
encontrado una biyeccion de este problema al Ejemplo 2.2.1, en el caso de una cuadricula (n+1)x(n-1).

Por ende, tenemos que el niimero de caminos rebeldes es:

((n+1)+(n—l)) 7( 2n )

n+1 T \n+1

Los caminos posibles que se pueden hacer en una cuadricula de nxn son:
n+n\__ (2n
Por lo tanto, para obtener el niimero que se solicita, hay que tomar el nimero total de caminos
posibles y restarle el de caminos rebeldes:

2n 2n\ _ 2n! 2n!
(n) - (n—i—l) = mH(m!D) T (n=1D)!(n+1)!
2n!(n+1)—2n!(n)

(n)!(n+1)!
_ 2n! 1
- (n)!(n)!  n+1

o (2n) . 1
— \n n+1
Aqui aparece un resultado muy importante: los naimeros de Catalan. Esta es una secuencia de
nimeros naturales cuya notaciéon es:

€. () -

n n+1
En donde C), representa el n-ésimo ntumero de Catalan.

.. El nimero de caminos posibles es C},. B

Ejemplo 2.2.3. Si tenemos n parejas de paréntesis, jcuantas formas hay de organizarlas pa-
ra que formen una configuraciéon valida linguisticamente, es decir, que cada paréntesis abierto tenga uno
que lo cierre y viceversa? Por ejemplo, si tomamos n=3, estas serén las parejas posibles:

(MO 0(0) 000 (0N 00



Solucién: Notese que podemos hacer una biyeccion al Ejemplo 2.2.2. Simplemente tome “(” como
un movimiento hacia la derecha (D) y “)” como un movimiento hacia arriba (A). Ahora, enlistemos los
distintos caminos posibles de la cuadricula restringida con n=6.

DDAADA DADDAA DADADA DDDAAA DDADAAA

Y es facil observar que estos arreglos corresponden a uno de los de los paréntesis.

i Por qué sucede esto? Primero, tanto en la cuadricula como en los paréntesis el arreglo debe empezar
con una D 6 con “(”, respectivamente. Luego, siempre debe haber mas D 6 “(” a la izquierda del arreglo,
ya que:

= Si hay ma$ A’s a la izquierda que D’s, entonces el camino sobrepasaria la diagonal.

= Si hay mas “)” a la izquierda que “(”, entonces habria un “)” que no se habia abierto anteriormente.

.. Hay C, arreglos posibles de paréntesis. Bl

3. Ejercicios

Problema 3.1. Sean n y k enteros positivos. Demuestre que el ntimero de particiones de n con
exactamente k partes es igual al namero de particiones de n cuyo mayor sumando es k.
*Nota: Una particion de n es una forma de escribir n como una suma de enteros positivos.

Problema 3.2. Se construye una cuadricula triangular “cuadriculando” un tridngulo equilétero
de lado n en n? triangulitos equilateros de lado 1. Determine el nimero de paralelogramos que estan
dentro del tridngulo grande (no solo los pequenitos, todos).

Problema 3.3. Muestre que el nimero de particiones de n en partes distintas es igual al ntme-
ro de particiones de n en partes impares.

Problema 3.4. Encuentre el namero de grafos de arbol con n + 1 vértices.

Problema 3.5. Sea m un entero positivo. ;De cuantas formas se puede escribir n como una su-
ma de al menos dos nameros?

*Nota: El orden importa, es decir, si son los mismos nimeros pero con un ordenamiento diferente,
entonces cuentan como distintos.

Problema 3.6. Cada uno de los vértices de un enéagono regular se pinta azul o rojo. Pruebe que
siempre existen dos tridngulos monocroméaticos (es decir, cuyos vértices son todos del mismo color) que
son congruentes.

Problema 3.7. Cinco dados regulares se tiran. ;Cual es la probabilidad de que la suma de los
cinco numeros resultantes sea 147

Problema 3.8 (AIME 2000). Dados tres anillos distintos, encuentre el namero de arreglos de cinco
anillos en cuatro dedos de la mano (sin contar el pulgar).

*Nota: El orden de los anillos en cada anillo importa, pero no es necesario que cada dedo tenga un
anillo.

Problema 3.9 (Putnam 2002). Sea n un entero mayor que uno, y T, el ntimero de conjuntos cuyos
elementos estdn entre 1 y n y ademas su promedio es entero. Pruebe que 7T,, — n siempre es par.

Problema 3.10 Tenemos n carros en orden que entran en un parqueo con n espacios. Cada ca-
rro tiene un espacio favorito. Cuando entran van a su lugar favorito y si esta disponible lo toman pero
sino van al siguiente espacio disponible. ;Cuantas combinaciones de lugares favoritos hay?
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