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1 Introduccion

Vamos a realizar observaciones en el siguiente experimento. Consideramos la sucesién de cuadrados
perfectos {0,1,4,9,16,...} y la sumamos consigo mismo:

1149 |16 25| 36 | 49
112|510 | 17|26 | 37| 50
4 | x| 8| 13|20 |29 |40 | 53
9 | x| x| 18 | 25 | 34 | 45 | 58

16 | = | = | % | 32| 41 | 52 | 65
25 | x| x| * 50 | 61 | T4
36 | x| x| * x | 72 | 85
49 | x| % | % * * | 98

. Qué fenémenos podemos notar en la tabla? Una primera observacién puede ser la siguiente.
Observacion 1. Si m pertenece a la tabla, entonces 2m también.

Prueba. Si m pertenece a la tabla, entonces sabemos que existen enteros a y b tales que m = a? + b2.
Necesitamos demostrar que 2m? también se escribe como una suma de dos cuadrados perfectos. En
efecto, esto se sigue al reescribir

2m? = 2a* + 20> = (a® — 2ab + b*) + (a® + 2ab + b*) = (a — b)* + (a + b)>.

Si analizamos con cuidado algunos de los nimeros que aparecen en la tabla, como
10=2-5, 26=2-13, 34=2-17, 40=5-8,...,

podemos generalizar la observacion anterior de la siguiente manera.



Observacién 2. Sim y n pertenecen a la tabla, entonces mn también.
Prueba. Suponemos que m = a? + b% y n = ¢? + d?, de manera que
mn = a’c® + a’d® + b?c? + b*d>.
Tenemos que reescribir la expresién como una suma de dos cuadrados, lo cual podemos lograr mediante
mn = (a*c? — 2abed + b2d?) + (a?d? + 2abed + b*c?) = (ac — bd)? + (ad + be)?,
que es lo que queriamos probar. O

Relacionado con el analisis anterior de casos particulares, la siguiente observacién va a consistir en el
“centro” de todo el desarrollo posterior que hagamos.

Observacién 3. Si un mimero primo p divide a un nimero de la tabla y p? no lo divide, entonces el
primo p aparece en la tabla.

Esta observacién no es tan sencilla de demostrar y nos ocupara el resto del desarrollo. Ya que detuvimos
nuestra atencién en los niimeros primos, podemos hacer una lista de los ntimeros primos que aparecen
en la lista:

2, 5, 13, 17, 29, 37, 41, 53, 61,....

En la lista total de primos, podemos resaltar los que aparecen en la lista:
2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 47,....
Hay varias observaciones que podemos hacer al respecto.

Observacion 4. Ningun primo de la forma 4k + 3 aparece en la tabla. Es mds, ningun numero 4k +3
aparece en la tabla.

Prueba. Buscamos los residuos cuadraticos modulo 4:

a |0 £1]2
1ol 1 ]o0

Es decir, los residuos cuadréticos son {0, 1}. Por lo tanto, no es posible obtener un ntimero de la forma
4k 4+ 3 como suma de dos cuadrados. O

En la direcciéon de|Observacion 3| y complementando a|Observacion 4, podemos hacer una observacién

mucho menos trivial.

Observacion 5. Todos los primos de la forma 4k + 1 aparecen en la tabla.

2 Bézout, inversos multiplicativos y Wilson

En el proceso de demostracién de|Observacion 3|y|[Observacion 5|es necesario desviarnos (en apariencia)
momentdneamente de lo que estdbamos estudiando.

Teorema 2.1 (Bézout). Sean a y b enteros positivos, y sea d = (a,b). Entonces, existen enteros m y
n tales que am + bn = d.

Comentario. Es claro que el mdximo comin divisor d divide a cualquier combinacion lineal am + bn;
el teorema lo que afirma es que la combinacion lineal “optima” se puede alcanzar.

Prueba. Algoritmo euclidiano, PENDIENTE. O

Corolario 2.2. Si a y b son enteros positivos coprimos, entonces a tiene un inverso multiplicativo
mddulo b; es decir, existe ¢ tal que ac =1 (mdd b). Ademds, este inverso es inico mddulo b.



Prueba. En esta prueba vamos a considerar todas las congruencias médulo b. Por sabemos
que existen enteros ¢ y d tales que ac 4+ bd = 1, lo cual implica que ac = 1.

Si ¢ y ¢2 son enteros tales que ac; = aca = 1, entonces obtenemos que ¢; = ¢1(acz) = acyca y también
co = ca(acy) = acyea, por lo que concluimos que ¢; = ¢, es decir, el inverso es tinico médulo b. O

Corolario 2.3. Sip es un primo y 1 < a < p, entonces existe 1 < b < p tal que ab=1 (mdd p).
Ejemplo. Para p =7, la lista de inversos multiplicativos es la siguiente:

a | 11234156
a1 4151236

es decir,
a +tI1 |2 L8

a1 |F3]F2

Ejercicio. Encuentre la lista de inversos multiplicativos para otro numero primo.
La experiencia de los ejemplos anteriores nos conducen hacia la prueba del siguiente teorema
Teorema 2.4 (Wilson). Sip es un nidmero primo, entonces (p —1)! = —1 (méd p).

Prueba. Para p = 2 el resultado es obvio, por lo que solo vamos a considerar el caso en que p es impar.
La idea de la prueba consiste en agrupar los factores {1,2,...,p— 1} en parejas de inversos multiplica-
tivos. El ejemplo (y el ejercicio) sugieren que solo {1, p—1} son su propio inverso multiplicativo; vamos
a demostrar esto. Si k es su propio inverso multiplicativo, entonces k? = 1 (méd p). Esto implica que
p divide a k2 —1 = (kK —1)(k + 1), y como p es primo, entonces p divide a k —1 o0 a k + 1, es decir
k=10k=p—1. Por lo tanto, podemos separar los factores de (p — 1)! en {1,p — 1} y los grupos de
parejas de inversos multiplicativos. Siguiendo el ejemplo de arriba, esto consistiria en agrupar 7! de la
forma 1-6-(2-4)-(3-5). Por lo tanto, (p—1)! =1-(p—1) = —1 (mdd p), como querfamos probar. []

Maés adelante, daremos una demostracién alternativa (y tal vez mds natural) del teorema anterior.

3 Prueba de las observaciones: idea del descenso

El teorema de Wilson implica el siguiente resultado importante relacionado con las observaciones
hechas al inicio.

Teorema 3.1. Si p es un primo de la forma 4k + 1, entonces existe un entero a tal que p divide a
a® + 1. Es decir, —1 es un residuo cuadrdtico mddulo p.

Prueba. En esta prueba consideramos las congruencias médulo p. Si p = 4k + 1, entonces podemos
escribir

(p—D'=[1-2-...-2K)]-[(2k + 1) -...- (4k)] = (2k)! - (—2k) - ... - (=1) = (=1)%*[(2k)")? = [(2k)!)%.

Finalmente, el resultado se sigue de O

Motivados teorema anterior y procedemos a demostrar el siguiente proposicién, prop-
uesto en la IMO Shortlist 1978, [1].

Proposicién 3.2. Sean x,y, 2 enteros no negativos tales que vy = 2% + 1. Entonces existen enteros
a,b,c,d tales que
r=a*+b*, y=c*+d* z=ac+bd, |ad—bc|=1.



Antes de proceder con la demostracién de la proposicién, es bueno hacer casos particulares e intentar
entender mejor la proposicién. Una forma sencilla de generar casos particulares es asignando valores
a z, con lo que = y y quedan determinados (en vez de asignarlos a z y y):

zlx |ylal|b|lcl|d
Oy 11|10 f0|1
1|2 (1111]1]0
215 (1|21 ]1]0
311013 |1]1]0
315 (22111

Prueba. La idea de la prueba es reemplazar una terna (z,y,z) por otra (,¥,2), de manera que la
nueva sea “mas pequena” en algin sentido y aplicar induccién sobre esto. Empezamos notando que,
excepto en el caso en que z = 0, siempre vamos a tener x # y; sin pérdida de generalidad podemos
asumir que x > y > 0. Tenemos entonces que

?>ay=224+1>22 yP<ay=22+1<(z+1)%
porloque z > 2yy < z+1, es decir, z > y. Ademds, si y = z, entonces z divide a zy — 2% = 1,

lo cual solo es posible cuando z = 1. Es decir, si z > 1 entonces tenemos que x > z > y. Podemos
construir una nueva terna al considerar

(z—y)?+1=(E"+1) —2yz+y’ =azy—2yz+y* = (x+y —22)y,

es decir, tomando (Z,7,2) = (x +y — 22,9,z — y). Una forma de cuantificar que esta terna es més
pequenia que (z,y, z) es observando que z < z. Es decir, podemos usar induccién sobre z. Los casos
bésicos los realizamos antes. Ahora, por hipdtesis inductiva tenemos que

rty—22=2=a>+b0%, y=yg=c2+d* z—y=Z=ac+bd, |ad—bc|=1.
Esto implica que
z=(ac+bd) +y=ac+bd+c*+d = (a+c)c+ (b+d)d,

r=(a®>4+0%) —y+2z=(a®>+b%) = (> +d*) +2(ac+ bd + * + d*) = (a + c)* + (b + d)*.
Tomando A=a+c¢, B=b+d, C =¢, D = d, obtenemos que

r=A*+B? y=C?+D? z=AC+BD, |AD - BC|=1,

lo que completa la tesis inductiva. O

La prueba de [Observacidn 5| se sigue directamente de [Teorema o.1] y [Proposicién 3.2 Nos falta
demostrar solamente [Observacion 3} Supongamos que p divide a a? + b2, pero p? no divide a a? + b°.
Sid = (a,b), con a = dA y b = dB, entonces a® + b> = d*(A% + B?%). Como p? no divide a a? + b,
entonces p no divide a d (pues d? divide a a? + b?); por lo tanto, tenemos que p divide a A% + B? con
(A,B) = 1. Por sabemos que existen C'y D tales que AC + BD = 1. Por lo tanto p
divide a

(A% + B*)(C? + D?) = (AD — BC)* 4 (AC + BD)* = E? + 1.

Por [Proposicion 3.2| esto implica que p se puede escribir como una suma de cuadrados, es decir, p
pertenece a la tabla.



4 Topicos avanzados: polinomios sobre cuerpos

En esta secciéon damos una prueba alternativa més robusta del teorema de Wilson y usamos el resultado
para demostrar otros resultados adicionales.

Primero introducimos un poco de notacién para hacer més sencillo el desarrollo. Dado un entero
positivo N, denotamos por Z/N7Z el conjunto de residuos médulo N. Este conjunto tiene suma (con
inversos aditivos y elemento neutro) y producto (con elemento neutro), por lo que lo llamamos un
anillo.

Ejemplo. Los enteros y los polinomios con coeficientes reales (en una o mds variables) son ejemplos
de anillos.

Sea p un ndmero primo. Por [Corolario 2.3| tenemos que todo elemento no nulo de Z/pZ tiene un
inverso multiplicativo. Esta es una propiedad muy especial y por lo tanto decimos que este anillo es
un cuerpo.

Ejemplo. Otros ejemplos de cuerpos son los numeros racionales, los reales y los complejos.

No-ejemplo. Los enteros y los polinomios con coeficientes reales no son cuerpos, porque hay elementos
que no tienen inversos multiplicativos.

Ejercicio. Demuestre que si Z/NZ es un cuerpo, entonces N tiene que ser primo. Es decir, si N no
es primo, encuentre un residuo no nulo en Z/N7 que no tenga inverso multiplicativo.

Al igual que con los polinomios con coeficientes reales, tenemos que si k es un cuerpo, entonces podemos
considerar polinomios con coeficientes en k. El siguiente resultado generaliza el hecho que un polinomio
con coeficientes reales de grado d no puede tener mas de d raices (contadas con multiplicidad).

Proposicion 4.1. Un polinomio no nulo, de grado d y con coeficientes en un cuerpo k, no puede tener
mds de d raices (contadas con multiplicidad).

Ejercicio. La condicion de tener los coeficientes en un cuerpo es fundamental. Demuestre que en
Z /A7 el polinomio lineal p(x) = 2x tiene dos raices.

Ahora estamos listos para dar una demostracién alternativa del teorema de Wilson. Consideramos los
polinomios ménicos (es decir, que su coeficiente principal es 1) de grado p — 1:

f(x):(-77—1)(50—2)...(1‘—(;0—1))’ g(x):zpfl—l,

Claramente, f(1) = f(2) = ... = f(p — 1) = 0. Ademds, por estar trabajando sobre Z/pZ, por el
pequenio teorema de Fermat tenemos que g(1) = ¢g(2) = ... = g(p — 1) = 0. Podemos considerar la
diferencia h(z) = f(z) — g(x) y obtener que h(1) = h(2) = ... = h(p — 1) = 0. Sin embargo, h es

un polinomio de grado menor que p — 1, pues los dos coeficientes principales de f y g se cancelan.
Si h no es el polinomio nulo, entonces da una contradiccién. Por lo tanto, h debe
ser el polinomio nulo, lo que implica que los coeficientes respectivos de f y g son iguales en Z/pZ,
es decir, los coeficientes son congruentes médulo p. En particular, el dltimo coeficiente de f(x) es
(=1)P~Y(p—1)!=(p—1)! (si p > 3) y por lo tanto (p — 1)! = —1 (méd p).

Polinomios simétricos y sumas de potencias. PENDIENTE.

5 Problemas
Ejercicio. Como en la prueba de[Observacidn 2, demuestre la desigualdad de Cauchy-Schwarz,
(@34 ...+ a2)(bT + ... +b2) > (arby + ... + anby)?,

escribiendo la diferencia como una suma de cuadrados.



Ejercicio. Escriba a® + b®> = (a + bi)(a — bi) y combine los factores en el producto, para dar una
demostracion alternativa de[Qbservacion 2.

Ejercicio. Vamos a dar una demostracion alternativa de |leorema 3.1 para p un primo impar. En
este ejercicio vamos a considerar todas las congruencias mddulo p. Denotamos por Z/pZ el conjunto

de residuos mddulo p y por (Z/pZ)*. el conjunto de residuos invertibles mdédulo p. Por|Corolario 2.5
sabemos que (Z/pZ)* = Z./pZ\ {0}. Paran € (Z/pZ) denotamos por n=' a su inverso multiplicativo.
Consideramos el conjunto
S:={n+n"t:nc(Z/pZ)*}.
1. Demuestre quem+m'=n+n"'siysslosim=nom=n"".
2. Demuestre que el conjunto S tiene (p + 1)/2 elementos.

8. Demuestre que si s € S, entonces —s € S; es decir, existe una funcion ¢ : S — S que satisface
o(¢(s)) = s para todo s € S.

4. Demuestre que si ® : X — X es una funcion que satisface ®(®(x)) = x para todo x y X tiene
un numero impar de elementos, entonces ® tiene un punto fijo; es decir, exviste xg € X tal que
(I)(IEQ) = X9-

5. Deduzca que si p =4k + 1, entonces p : S — S tiene un punto fijo.
6. Concluya que —1 es un residuo cuadrdtico modulo p st p = 4k + 1.

Ejercicio. En[Teorema 3.1 demostramos que si p es un primo de la forma 4k + 1 entonces —1 es un
residuo cuadrdtico. Demuestre que sip es un primo de la forma 4k + 3, entonces —1 no es un residuo
cuadrdtico. (Sugerencia: si p = 4k + 3, use el pequeno teorema de Fermat y que (p—1)/2 =2k +1 es
impar.)

Problema 1 (Entrenamiento Singapur, IMO 2003). Demuestre que existen infinitos puntos con coor-
denadas racionales en el circulo unitario 2 + y2 = 1, tales que la distancia entre cualesquiera par de
puntos es irracional.

Problema 2 (IMOSL 1997). Sea p un ndmero primo y f un polinomio con coeficientes enteros, de
grado d, con f(0) =0, f(1) =1y f(n) = 0 o 1 mddulo p para todos los enteros n. Pruebe que
d>p-—1.

Problema 3 (K. Cesnavicius, IMO 2008, Problema 3). Demuestre que existen infinitos enteros posi-
tivos n tales que n? + 1 tiene un divisor primo mayor que 2n + v/2n.

6 ;Qué sigue después?
1. Unicidad en la representacion.
Reciprocidad cuadrética.
Enteros gaussianos y dominios de factorizacién dnica (t6picos avanzados).

Primos de la forma z? + ny? [2].

CUo LN

Teorema de los cuatro cuadrados de Lagrange (cuaterniones?).
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