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1 Introduccién

Vamos a estudiar sumas de potencias, es decir, sumas de la forma
S(n, k) :=1F + 2" 4.+ nh.

Ejercicio. Encuentre S(n,0).

Cuenta la leyenda que en la escuela, con el fin de mantenerlo ocupado por un buen tiempo, se le asigné
a Gauss la tarea de calcular la suma
14+2+4...4100.

Sorprendentemente, al cabo de un rato Gauss propuso la siguiente solucién: si S denota la suma,
entonces

S = 1 + 2 4+ ... + 100
S = 100 + 99 + ... + 1
28 = 101 + 101 + ... + 101,

por lo que S =100 -101/2 = 5050. Repitiendo el mismo argumento obtenemos en general que

nn+1) 1 45 1
=200 2y oy
S(n,1) 5 57"+ 50
Ejercicio ([I]). Use el método anterior, para probar que si k es impar, entonces n(n + 1) divide a
25(n, k).

Desafortunadamente, no es obvio como adaptar el truco anterior para generar las férmulas de orden
superior, y por lo tanto el objetivo de esta leccién es dar un método para poder encontrar las férmulas
explicitas de las sumas S(n, k), cuando k es un entero positivo.



2 Obteniendo la féormula

2.1 Conjetura

Conocemos ya las férmulas de S(n,0) y S(n, 1), pero esto todavia parece insuficiente evidencia para
realizar una conjetura decente con respecto a lo que la suma S(n, k) debe ser. El siguiente ejercicio
nos puede ayudar.

Ejercicio. Calcule las sumas de los cubos, es decir S(n,3), para varios valores de n. Intente deter-
minar una férmula explicita para S(n,3).

Con la experiencia obtenida, conjeturamos lo siguiente:

Si k es un entero positivo, entonces la suma S(n,k) es un polinomio en n de grado k+ 1.

Antes de dedicarnos a la demostracién, podriamos proveer mds evidencia para convencernos que la
conjetura es razonable. Burdamente, podemos acotar superiormente por

S(n, k) =1F 428 + . 4 nk <nF 4k 4 4 pF = phtL

Ahora, podemos acotar inferiormente usando la desigualdad de las medias potenciales: si k > 1,
entonces

<1k+2k+...+nk>1/k> 1+2+...4n_ntl_n
= - 57

n n 2

lo que implica que
nk+1

ok
Es decir, hemos acotado S(n, k) entre dos polinomios (en n) de grado k+1, lo cual respalda la conjetura.

S(n,k)=1F 428+ .. 4 nF >

2.2 Derivacion

Ahora procedemos con la obtencién explicita del polinomio de la conjetura. Para hacer la exposicién
mdés clara, vamos a realizar el cdlculo en el caso de la suma de cuadrados S(n,2). Suponemos que
existe un polinomio ciibico

P(n) = an® 4+ bn® + cn + d,

de manera que S(n,2) = P(n) para todo entero positivo n. La sucesién de las sumas de los cuadrados
se puede escribir recursivamente como

S(n+1,2) = S(n,2) + (n+1)2,
o bien, S(n +1,2) — S(n,2) = (n + 1)2. Si la conjetura fuera cierta, entonces tendriamos que
P(n+1) - P(n) = (n+ 1)
Sin embargo, la diferencia de los polinomios la podemos escribir como
Pn+1)—Pn)=a(B3n* +3n+1) +b2n+1) +c = (3a)n® + (3a + 2b)n + (a + b+ ¢).
Comparando estos coeficientes con los de (n + 1)? = n? + 2n + 1 obtenemos el sistema de ecuaciones

3a =1
3a + 2b =2
a + b + ¢ =1

Con esto concluimos que ¢ = 1/3, b = 1/2, ¢ = 1/6. Es decir, hemos encontrado a, b y ¢ de manera
que se cumpla la igualdad

S(n+1,2)—S(n,2) =P(n+1) — P(n).

Finalmente, el valor de d lo podemos calcular tomando que S(1,2) = 1 sea igual a P(1) = a+b+c+d;
es decir, d = 0.



2.3 Demostracion
El resultado de la derivacién anterior nos dice que hay que demostrar que

1 5, 1 1
PP+22 4. 4+nP=n®+-on+ on
+2°4+...+n 3n +2n +6n

Esto se sigue casi inmediatamente por induccién. Sabemos que la igualdad es védlida para n = 1 (pues
asi encontramos el valor del coeficiente d), es decir, sabemos que S(1,2) = P(1). Si suponemos que
S(n,2) = P(n), entonces por el método de construccién de a, b y ¢, obtenemos que

S(n+1,2)=[S(n+1,2) — S(n,2)]+5(n,2) =[P(n+1) — P(n)]+ P(n) = P(n+1),
con lo que concluye la induccién.

En general, la prueba de la conjetura sigue las mismas lineas, lo tnico que varia es el sistema de
ecuaciones que hay que resolver. En todo caso, el sistema que queda por resolver es triangular y por
lo tanto tiene una solucién tnica.

3 Problemas

Ejercicio. Lleve a cabo el método propuesto para obtener de manera alternativa la férmula de S(n,3)
que calculd anteriormente.

Ejercicio. Sea k un entero positivo, de manera que S(n,k) es un polinomio de orden k + 1. Sea
P(n, k) este polinomio.

1. Encuentre el coeficiente principal de P(n, k).

Encuentre el seqgundo coeficiente de P(n, k).

Encuentre el dltimo coeficiente de P(n, k), es decir, calcule P(0,k).
Demuestre que (k+ 1)!P(n, k) es un polinomio con coeficientes enteros.
Calcule P(—1,k).

Sip esun primo y 0 < k <p—1, demuestre que p divide a S(p— 1,k) y S(p, k).

NS G e e

Sip es un primo y p— 1 no divide a k, demuestre que p divide a S(p — 1,k) y S(p, k).
Problema 1 ([2]). Demuestre que si k es impar, entonces S(n,k) es un polinomio en n(n + 1).

Problema 2 (Teorema de Wolstenholme). Sea p un primo impar. Demuestre que p* divide al numer-

ador de la fraccion
1

1
14 = —.
F et o

Problema 3 (China 1989-90). Una sucesion de enteros positivos {a1,az, ...} satisface que
n n 2
Sai= ()
k=1 k=1
para todo entero positivo n. Demuestre que a, = n para todo n.

Problema 4 (Canadd 2004). Sea p un primo impar. Demuestre que

)21 = p(p+1)

12P—1+22P—1+...+(p_1 5

(mod p?).



Problema 5 (K. Kedlaya, EE.UU., Prueba de Seleccién IMO 2002). Sea p un primo mayor o igual
que 5. Para cada entero x, se define

p—1 1

- ; (px + k)2

Pruebe que para todos los enteros positivos x,y, el numerador de f,(x)— fp(y), cuando la fraccion estd
simplificada, es divisible por p°.

Problema 6 (OIM 2005). Sea p > 3 un nidmero primo. Pruebe que si

1_’_1_+_ 1 n
2p (—1)p_m’

con m yn coprimos, entonces p° divide a n.

Problema 7 (O. Furdui, Harvard College Mathematics Review S08-3). Sea k > 1 un nimero natural.
Halle todas las soluciones enteras a la ecuacion diofdntica

$2k+1+$2k+...+$2+$+1:y2k+1.

4 Toépicos avanzados

4.1 Numeros de Bernoulli y férmulas de Faulhaber

Vamos a dar una férmula explicita para los coeficientes de las sumas, recurriendo a otra sucesién
conocida. El argumento es simplemente una versién general del caso que desarrollamos anteriormente.

Escribimos S(n, k) = f:ol cn!, para ciertos coeficientes co, ..., cp41. Procedemos al igual que antes,
E+1 k+1 1-1 k1 l'c
(n+1)" = S(n+1,k) = S(n,k) = Y eil(n+1) zclz() J—Z Z )
1=0 1= y+1
Comparando los coeficientes de n/ en ambos lados para j = 0,. .., k, obtenemos las ecuaciones
’f e, k!
— i\ (k=)
S =0 (k=)

Notemos que este sistema ecuaciones es triangular, empezando desde j = k hasta terminar en j = 0,
lo que determina de manera tnica los valores de cgy1,...,c;. Para j = 0 obtenemos que

cl+...—|—ck+1:1,

y1=25S(k) = Zfiol i, por lo que ¢y = 0. Falta por determinar los restantes k 4+ 1 coeficientes.
Queremos hacer que el sistema de ecuaciones tome cierta forma especial para poder resolverlo mas
facilmente. Para esto definimos d; := lle;/k! y ey, := dk—m+1, para m = 0,1,..., k. Las ecuaciones se

convierten en
k+1

€k—l+1 1
DN it ik

I=j+1

Renombrando algunos indices vemos que esto es equivalente a

J 1
X:O J—m+ IRl



La estructura de los coeficientes del lado izquierdo se pueden escribir como el resultado del producto
de polinomios. Podemos considerar las funciones

k

k
)= et FO)=3 +1 Gt GH=Y 1y

i
=0 =0 =07

para asi reescribir las ecuaciones como
E()F(t) = G(t) + "' R(t),

para algiin polinomio R(¢). Los polinomios F(t) y G(t) tienen una forma especial, y es més conveniente
considerar las series de potencias (polinomios “infinitos”)

o0

F(t) = Z ﬁtj, G(t)=> 1y,

il
j=0 j=0 J:

[Vamos a abusar de la notacién y usar la misma de antes.] La serie G(t) satisface que G'(t) = G(t) y
G(0) =1, por lo que G(t) = e'. Ademas, 1 +tF(t) = G(t), por lo que F(t) = (¢! —1)/t. Por lo tanto,
obtenemos que

el —1
ot
donde ahora R(t) es también una serie de potencias. Podemos reescribir esto como,

E(t) = ! +t*IR(1),

t t =
B(t) = o— (' +#R() = T—— + " R(),

siendo ;
R(t) == R(t),

et —1

también una serie de potencias en t = 0. Al escribir

00 i
L _N~Bfy,
1—et inoe
1=0

llamamos a BlJr el [-ésimo nimero de Bernoulli.

Comentario. Los numeros de Bernoulli se obtienen al escribir

U
—t _ _ 2 -z
1—e t 9 + 30
y comparar los coeficientes de
o p+
—t 1 4l
1=0

con t. Asi, se obtiene que Bf =1, B =1/2, Bf =1/6, Bf =0, ....

Comentario. Se puede considerar también la expansion en serie de potencias de
o0 -
t By
et —1 Z I
1=0

Ejercicio. Demuestre que BljE =+1/2 y para k # 1 se tiene B,j =B, .

Ejercicio. Demuestre que, excepto por Bs, los coeficientes pares de Bernoulli son iguales a 0.



Por lo tanto obtenemos que e, = B} /m!, y asf se sigue que

c:@: k:!B,;"_lJrl _ 1 [(k+1 B+
T T Mk —1+ 1) k41 I k1
De esta forma concluimos que
k+1
1 k+1 .
S(n,k):]m2< ; >B,jl+1n
1=1
k
1 k+1 1 1 k
_ Bpk—l+1 — k1 Lok Bok-1
k:+1l=0( I ) L P T K

Estas formulas se conocen como féormulas de Faulhaber.

4.2 Paseo por el calculo integral

Considere la funcién f(z) = z¥, con k un entero positivo. Supongamos que queremos calcular el drea

entre la funcién y el eje x, con = € [a,b]. Una forma de aproximar el drea es dividir el intervalo [a, b]
en n subintervalos de igual tamano y sumar las areas de los rectangulos que tienen estos subintervalos
como base. Es esperable que el area “real” sea el limite al hacer estos subintervalos muy pequenos, es
decir, al tomar n — +oo.

La funcién f(z) = 2 es creciente para 2 > 0. Por lo tanto, el drea bajo la curva en un intervalo

[a, b] estd acotada inferiormente por (b — a)a® y superiormente por (b — a)b*. Consideremos el caso del
intervalo [0, 1] y una particién de los intervalos en n subintervalos iguales. Por lo tanto, el drea bajo
la curva estd acotada entre la suma inferior

=2+ () (5,
R ORORO))

Ejercicio. Calcule el limite de L(n) y U(n) cuando n — 400 y obtenga el valor del drea. Natural-
mente, el limite depende de k.

y la suma superior

Ejercicio. Repita el razonamiento anterior para calcular el drea sobre el intervalo [a, b).

Un problema més dificil e interesante es encontrar un desarrollo asintdtico de las sumas S(n, k) cuando
k no es un entero positivo. Intentando generalizar la experiencia previa, una conjetura razonable es
que

S(n, k) = con®™ T +enF +eont 4L

siendo esta una suma infinita. El caso cuando k£ = —1 es muy interesante; en 1755, Euler demostrd
que
1 1 > B;



donde a v = 0,577... se le conoce como constante de Euler-Mascheroni. De momento, este
problema se escapa de nuestro alcance, pero podemos acercarnos un poco con el siguiente ejercicio.

Ejercicio. Consideramos la funcion f(z) = 1/x con © > 0. El drea entre la funcién y el eje x, en el
intervalo [a,b], es igual a logb —loga. La funcidn f(x) = 1/x es decreciente, de manera que en cada
intervalo [k, k + 1] tenemos que

Esto da que
1 1 n+1 1
l+-+...+4=2> —dz =log(n+1) >logn, -+
2 n 1 X 2
lo que implica que
1 1
0<1+=+...+=—logn<1.
2 n

Defina la sucesion {ay,as,...} por
1 1
an =14+ —=-+...4 — —logn,
2 n

y observe que a, > 0.

1. Use la desigualdad x > log(1 + z), vdlida para x > —1, para mostrar que la sucesion {a,} es
decreciente.

2. Concluya que la sucesion es convergente; el nimero al que converge es la constante 7y (esta se
puede tomar como la definicion de la constante).
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