Problemas clasicos

Daniel Campos Salas

(Material en construccion)

Problema 1 (Problema de las monedas). Dados dos enteros positivos coprimos a y b, determine el
mayor entero positivo que no se puede escribir de la forma am + bn con m y n enteros no negativos.

Problema 2. Dado una terna de nimeros reales (a,b,c), esta se transforma en una nueva terna
(ma+b+c,a—b+c,a+b—c). Sitodos los elementos son positivos, entonces se repite el proceso;
en caso contrario se detiene. Determine todas las ternas de reales positivos (a, b, c) para los cuales el
proceso nunca se detiene.

Problema 3. Sea ABCD un cuadrado y P un punto interior tal que /PCD = /PDC = 15°.
Demuestre que el triangulo ABP es equildtero.

Problema 4. Sea ABC un tridngulo isésceles con AB = AC. Sea D el punto medio de BC y E
el pie de la perpendicular desde D a AB. Si M es el punto medio de DE, demuestre que AM es
perpendicular a CE.

Problema 5 (Wolstenholme). Sea p > 3 un nidmero primo. Demuestre que si
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con (m,n) = 1, entonces p* divide a m.
Problema 6. Demuestre que si ab divide a a® + b> + 1, entonces a® + b> + 1 = 3ab.

Problema 7 (Teorema de la mariposa).

Problema 8. Sea {x1,za,...,2,} una permutacion del conjunto {1,2,...,n}. Determine el menor y
mayor valor posible de la suma T1T2 + x2x3 + ... + Tpx7 -

Problema 9 (Sucesiones de Farey). Sea n un entero positivo. Considere el conjunto de fracciones
simplificadas a/b con1 <b<ny0<a<b. Suponga que este conjunto se ordena de manera creciente.
Demuestre que si a/b < ¢/d son dos fracciones consecutivas, entonces bc —ad = 1.

Problema 10. Considere dos circulos tangentes exteriormente entre si y tangentes a una recta comin.
Si sus radios son r1 y rq, determine la distancia entre los puntos de tangencia con la recta.

Problema 11. Considere tres circulos tangentes exteriormente entre si y tangentes a una recta comin.
Si los radios de los circulos externos son r1 y ro, entonces determine el radio del circulo interno en
funcion de ry y rs.

Problema 12. Encuentre una funcion f(n) tal que el n-ésimo término de la sucesion
1, 2, 2, 3, 3, 3,4, 4, 4, 4,...

sea igual a | f(n)].

Problema 13. ;Cudntas veces entre medianoche y mediodia seria imposible decir la hora en un reloj
cuyas manecillas para los minutos y las horas son idénticas?



Problema 14. Sea n un entero positivo. Demuestre que todos los coeficientes binomiales (2), con
k=0,1,...,n, son impares si y solo si n+ 1 es una potencia de 2.

Problema 15 (Goldbach). Demuestre que no existe un polinomio P(x) con coeficientes enteros tal
que P(n) sea primo para todo entero positivo n.

Problema 16. Sea m un entero positivo fijo y sean z1, ..., z, numeros complejos tales que
2+ .o+ 2 =0,
para m <n <m+k—1. Demuestre que z; = ... =z, = 0.

Problema 17. Sea k un entero positivo. Demuestre que los polinomios
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satisfacen que Py(n) es entero para todo entero n. Demuestre que si P(x) un polinomio de grado d tal
que P(n) es entero para todo entero n, entonces existen enteros cg,ci,...,cq tal que

Plx)=co+aPi(z)+...+ caPa(z).

Problema 18 (Beatty). Si « y 8 son irracionales positivos tales que 1/a+ 1/8 = 1, entonces todo
entero positivo pertenece exactamente a una de las sucesiones {|na} y {|nfB]}. Conversamente, si
todo entero positivo pertenece exactamente a una de las sucesiones {|na|} y {|nB]}, entonces o y B
son irracionales positivos tales que 1/a+1/5 = 1.
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