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1 Definiciones

2 Formulas de suma

Ejercicio 2.1. Considere dos rectingulos, como en la figura, con ZDAB = « y ZDAC = 3. Sea E
el pie de la perpendicular desde B a AC y suponga que AD = 1.

B

1. Demuestre que ZCBE = 3.



2. Calcule las distancias AB, AC, AE, AP, BC, BD, BE, BP, CD, CE, DP, en términos de
cosa, cos 3, sina, sinf. (No los determine en términos de cos(a + 3) o sin(a + 3).)

Teorema 2.1 (Férmulas de suma). Para todo o y B se cumplen las identidades
sin(a+ ) =sinacos B tsinfBcosa, cos(a =+ ) = cosacos S F sinasin S.

Prueba. Vamos a demostrar las férmulas para sin(a + ) y cos(a + 3). Consideramos dos rectdngulos,
como en la figura, con ZDAB =a y ZDAC = 3, y usamos que ZCBE = 3 por el ejercicio anterior.

B

A /‘D

C

Podemos suponer sin pérdida de generalidad que AD = 1. Con esto se tiene

BE  BCcosf  (tana + tanf3)cosf3

sina+6) = AB~  AB sec a
= cos acos B(tan o + tan ) = sin acos 3 + sin B cos o,
cos(a+ ) = AE _AC-EC _ sec f — sin (tan a 4 tan 3)

AB  AB sec v
= cos a(sec B(1 — sin? B) — sin B tan a)

= cos a(cos § — sin B tan a)) = cos cos § — sin e sin S.

2.1 Problemas
Ejercicio 2.2. Calcule cos15° y sin 15°.

Ejercicio 2.3 (Férmulas del dngulo doble). Use las férmulas de suma para demostrar que

2

sin(2a) = 2sinacosa,  cos(2a) = cos’ a —sin a = 2cos?a — 1 = 1 — 2sin? .

Ejercicio 2.4 (Férmulas del dngulo triple). Use las férmulas de suma para escribir cos(3a) y sin(3a).
Demuestre que cos(3a) y sin(3a)/sina son polinomios en cos a.

Ejercicio 2.5. El objetivo de este ejercicio es demostrar que sin18° = (v/5 —1)/4. Sea t = sin 18°.
1. Observe que 5-18° = 90°, de manera que sin(3 - 18°) = cos(2 - 18°).
2. Ezprese sin 54° = sin(3 - 18°) como un polinomio en t.
3. Ezprese cos 36° = cos(2 - 18°) como un polinomio en t.
4. Resuelva la ecuacion para concluir el resultado.
Ejercicio 2.6. Demuestre que
sin(3ar) = 4sin asin(60° + o) sin(60° — «).
Un ejercicio un poco mds dificil es demostrar que, en general, se tiene que

sin(na) = (=2)"! nl:[l sin <a _ 180% k)

n
k=0




Ejercicio 2.7. Use las formulas anteriores para deducir que

tan(a & ) tan o & tan g3
an(« =
1 Ftanatan

Ejercicio 2.8. Considere la siguiente figura formada por tres cuadrados.

/

e

Determine la suma de los dos dngulos que se muestran.

3 Foérmulas de suma-a-producto
Si tomamos v, J tales que « =y +d y 8 = — J, entonces

sin a + sin 8 = sin(y + d) + sin(y — 9)
= (siny cosd + sind cosy) + (sinycosd — sind cosy) = 2sin~y cos J,

sina — sin 8 = sin(y + J) — sin(y — 9)

= (sinycosd + sind cosvy) — (sinycosd — sind cosy) = 2sin  cos .

cosa + cos 8 = cos(y + ) + cos(y — 0)
= (cosycosd — sinysind) + (cosycosd + sin-ysind) = 2 cos~y cosd.

cosa — cos = cos(y + &) — cos(y — )
= (cosycosd — sinysind) + (cosycosd + sinysind) = —2sin -y sin 4.

Resolviendo para v y d, obtenemos que v = («+ 8)/2y 6 = (o — 3)/2. Con esto hemos probado el
siguiente teorema.

Teorema 3.1 (Férmulas de suma a producto). Para cualesquiera , 8 se cumple que

+
sinaisinﬁ:Qsina Bcosa:‘:ﬁ,
2 2
cosa+cosﬁ:2cosa;6cosa;6,
. a+fp . B-a
cosa — cos § = 2sin 5 sin 5

Comentario. Note con cuidado el orden de la diferencia 8 — « en la dltima expresion.

3.1 Identidades con angulos de un triangulo

Consideramos ahora un tridngulo ABC' y las expresiones
sin A+sin B +sinC, cos A+ cos B+ cosC.

Vamos a usar las férmulas de suma-a-producto para reescribir estas expresiones. Tenemos que

B B-— A B -
sin B 4+ sin C' = 2sin ;Ccos 2O:2cos§cos 20,




B B — A B —
cos B + cos C' = 2 cos ;_Ccos ZC:2sin§cos 20.

Usando las féormulas del dngulo doble obtenemos que

A A A B —
SinA—i—sinB—i—sinC:2sin§cos§+2cosicos 20
5 A/l A+ B-C
= 2cos — | sin — + cos
2 2 2
_y A B n B-C _ 4 A B C
= 2cos 5 cos cos =4cos 5 cos 5 cos i
A A B-C
cosA+cosB+cosC’:(1—2sin22>+251n2cos 5
142 A . A+ B-C
= st sm2 cos 5
A B+C B-C . A . B . C
—1+281n2<—cos 5 + cos 5 )—1+4Sln2sm2sm2.
Tenemos entonces que
A B C
sinA+sinB—|—sinC:4005—00550055,

A B C
cos A+ cosB +cosC = 1+4singsingsin5.

Podemos usar las formulas del dngulo doble en la segunda expresién para obtener que

A A A A B
(1 — 2sin? 2) + (1 — 2sin? 2> + (1 — 2sin? 2) = 1+4sm5sm§sm%

y asi concluir que

sinQé—&—sin?E+Sin2€+2sinésin§sin€—1
2 2 2 2 2 2

Ejercicio 3.1. Si ABC es un tridngulo, demuestre que
cos? A + cos® B + cos® C' + 2 cos Acos BeosC = 1.
Ejercicio 3.2. Si a+ 8+ v = 27w, demuestre que

cos® a4 cos? B + cos® 4 — 2 cos accos f cosy = 1.

3.2 Problemas

Ejercicio 3.3. Demuestre que
cos((n + 2)a) + cos(na) = 2cosacos((n + 1)a), sin((n + 2)a) + sin(na) = 2cos asin((n + 1)a).

Ejercicio 3.4 (Polinomios de Chebyshev de primer tipo). Use las identidades anteriores para probar
que existe un polinomio de grado n tal que T, (cos ) = cos(na). Establezca una recurrencia entre estos
polinomios.

Ejercicio 3.5 (Polinomios de Chebyshev de segundo tipo). Use las identidades anteriores para probar
que existe un polinomio de grado n tal que

sin((n + 1)04).

U,(cosa) = .

Establezca una recurrencia entre estos polinomios.



4 Ley de cosenos

Consideramos un tridngulo ABC, cuyos lados miden a, by ¢. Sea D el pie de la altura desde A, como

en la figura.
A A

C B D

D B

En el caso en que los dngulos ZABC y ZACB son agudos, entonces D pertenece al interior del
segmento BC' y tenemos que

a=BC=CD+ DB =bcosC + ccos B.
En el caso en que ZACB > 90°, tenemos que C pertenece a BD y obtenemos que
a=BC =BD —CD =bcosC — ccos(180° — B) = bcos C' + ccos B.

En ambos casos obtenemos que

a=bcosC + ccos B.

Tenemos asi las tres ecuaciones,
a=bcosC +ccosB, b=ccosA+acosC, c¢=acosB+bcosA.
Para resolver este sistema podemos multiplicar por a, b y ¢, respectivamente para obtener
a? =abcosC +accos B, b?=bccos A+ abcosC, ¢ = accos B+ becos A.
Con esto deducimos el siguiente resultado.
Teorema 4.1 (Ley de cosenos). En un tridngulo ABC, con lados a, b, ¢, se tiene que
a? =b%>+¢® — 2bccos A,

o equivalentemente,
b2 +c% —a?

A =
COS e

4.1 Aplicacion: Teorema de Descartes

Consideramos ahora el siguiente problema:

Dados tres circulos tangentes exteriormente, de radios x, v, z,
jcudl es el radio del circulo interno tangente exteriormente a los tres?




Comentario. De momento no vamos a considerar el problema de la existencia de tal circulo, sino
solo el calculo del radio.

Denotamos por X,Y, Z los centros de los circulos de radios x,y, z, respectivamente, por O el centro
del circulo interno y r su radio. Sabemos que los puntos de tangencia estan alineados con los centros,
de manera que YP =y +r, ZP =z+r,YZ =y + z. Tenemos entonces que

(y+r)+E+r)?—(y+2)?

cos LYPZ =
2 +r)(z+7)
_2(yr—|—zr+r2—yz)_(y—i—r)(z—i—r)—?yz_l_ 2yz
2 +r)(z+7) (y+r)z+7) (y+r)z+r)
Anélogamente, tenemos que
coSLZPX =1— —2%% s /XPY —1-— — 2%
(x+r)(z+7) (@+r)(y+r)
Vamos a usar el resultado de Para hacer mas facil la manipulacién, vamos a denotar
Yz Tz xy
U= , U= , W= ——
(y+r)(z+7) (@+r)(z+7) (x+7)(z+7)

Tenemos que
(1—2u)? + (1 —=20)* + (1 —2w)* =3 — 4(u + v+ w) + 4(u® + v +w?),
2(1 = 2u)(1 — 20)(1 — 2w) =2 — 4(u + v + w) + 8(uv + vw + vw) — 16uvw.

De esta manera, la identidad (1 — 2u)? + (1 — 2v)? + (1 — 2w)? — 2(1 — 2u)(1 — 2v)(1 — 2w) = 1 de
implica que

4(u? + v + w?) — 8(uv + uw + vw) + 16uvw = 0,

o bien,
Y222 2222 x2y? 2x2yz
PG+ rE | PG @Ry r? @2y (et
2xy%2 2xyz? 4x%y? 22 _
T AN e @@ NG @r Ry e n?

Multiplicando por (z + 7)2(y + 7)2(z +r)? y dividiendo por z2y?2%r? obtenemos que

1 1\? 1 1\? 1 1\?
—+ ) =+ + =+
X T Yy T z T
1 1\/1 1 1 1\/1 1 1 1\/1 1 4
—2(=+=)(=+=)-2(=4=)(=+=)-2(=+=])(=+=)+5 =0
y ' z T X ' z ' X T y ' T
Tenemos que
1 1\? 1 1)\? 1 1\* 3 2
=)+ =F=) H=+=) =5+=
X ' ’y ' z ' T T
1 1\/1 1 1 1\/1 1 1 1\/1 1 3 2/1 1 1 1 1 1
—+= )=+ )+ =+ )=+ ) =+ )=+ ) =5+ =4+ )+ [ =+=+— ).
Yy or z T xT T z T x T Yy or reoor\r Yy =z Ty T2 Yz

De esta manera, la igualdad de arriba implica que

1 2/1 1 1 11 1 2 2 2
S-S+t )+ (S+5+5-——-——-= =0.
T r\x Yy z X Yy z Ty xrz Yyz

Reescribiendo se obtiene que

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
*2‘1‘*24‘*2“1‘*2:2 —_—t -t 4+ —+—+— .
r T Yy z rT ry rz Ty Tz Yz

Completando el cuadrado al lado izquierdo concluimos el siguiente resultado.



Teorema 4.2 (Descartes). Six,y, z,7 son los radios de los circulos descritos anteriormente, entonces

NS AU U A
r2 22 2 22) \r oz oy z)°
4.2 Problemas

Ejercicio 4.1. Calcule cos ZBGC y cos ZBHC. Demuestre que B, C, G y H son conciclicos si y
s6lo si b% + c? = 2a2.

Ejercicio 4.2 (Napoleén). Demuestre que si se construyen tridngulos equildteros exteriormente sobre
los lados de un tridngulo, entonces sus centros forman un tridngulo equildtero. Demuestre el resultado
también en el caso en que los tridngulos equildteros se construyan internamente. Demuestre que la
diferencia de las dreas, entre los tridngulos equildteros formados por los centros exteriores e interiores,
es igual al drea del tridngulo ABC.

Problema 1 (Irdn 1999). Sea el tridngulo ABC, con los dngulos B y C mayores que 45°. Se con-
struyen exteriormente los tridngulos rectangulos isésceles CAM y BAN, e interiormente el tridngulo
rectangulo isosceles BPC, de tal forma que los dngulos rectos son CAM, BAN y BPC. Pruebe que
el triangulo M N P también es rectangulo isdsceles.

5 Ley de senos

En el tridngulo ABC tenemos que h, = bsin C' = csin B (usando que sin(180° — a) = sin « si fuera el
caso que alguno de los dngulos no es agudo).

A A

C D B D

Esto nos da que b/sin B = ¢/sin C. De manera andloga obtenemos el resultado con a y por lo tanto
deducimos una primera version de la ley de senos,

a b c
sinA sinB sinC’

A continuacién demostramos que estas cantidades son igual al didmetro del circuncirculo del tridngulo.

Teorema 5.1 (Ley de senos). En un tridngulo ABC' con circunradio R se cumple que

BC CA AB
sinA  sinB  sinC
Prueba. Ya conocemos la igualdad de los tres cocientes, de manera que lo que resta demostrar es que

estos son iguales a 2R. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que ZA < 90°, de manera que el
circuncentro O estd del mismo lado de la recta BC que A.

2R.

A




Sea D el punto diametralmente opuesto a C, de manera que ZCBD = 90° y ZCDB = ZA. Esto

implica que
BC BC

CD ~ 2R’
que era lo que queriamos probar. O

sin A =

5.1 Problemas

Ejercicio 5.1. Sea ABC un tridangulo con circunradio R. Demuestre que la medida de la altura desde

A es igual a
he = 2R sin Bsin C,

y que el drea del tridngulo es igual a
1
(ABC) = §bcsinA = 2R?sin Asin Bsin C.
Ejercicio 5.2. Sea ABC un tridangulo con inradio r. Demuestre que el area es igual a
1
(ABC) = §(a +b+o)r.

De lo anterior se sigue que

. 2(ABC)  2Rsin Asin BsinC
“a+b+c sinA+sinB+sinC’

Use la identidad y las formulas del dngulo doble para concluir que
C

A B
r= 4Rsin§sin§sin—.

2

Ejercicio 5.3. Sea ABC wun tridngulo con ZACB = 45°. Se considera el punto D sobre el lado BC
tal que BD =2CD y ZADB = 60°. Halle la medida de ZABC'.

Ejercicio 5.4. Sea ABCD wun cuadrado y P un punto interior tal que ZPCD = /PDC = 15°.
Demuestre que el triangulo ABP es equildtero.

Problema 2 (OMCC 2006). Sea ABCD un cuadrildtero convexo. Sea I el punto de interseccion
de las diagonales AC y BD. Sean E,H,F y G puntos sobre los segmentos AB, BC, CD y DA,
respectivamente, tales que EF y GH se cortan en I. Sea M el punto de interseccion de EG y AC y
sea N el punto de interseccion de HEF y AC. Demuestre que

AV IN 14

IM CN IC’
Problema 3 (IMO Shortlist 2005). Sea ABC un tridngulo acutdngulo con AB # AC, sea H su
ortocentro y M el punto medio de BC. Los puntos D en AB y E en AC' son tales que AE = AD vy

D,H,E son colineales. Pruebe que HM es perpendicular a la cuerda comin de los circuncirculos de
los tridngulos ABC y ADE.

6 Teorema trigonométrico de Ceva

6.1 Motivacion: Teorema de Morley

Vamos a usar como motivacion la demostracion del siguiente bello teorema clasico para derivar un
resultado de unicidad para una ecuacion trigonométrica. Nos encargaremos de demostrar este resultado
de unicidad en la siguiente subseccién.



Teorema 6.1 (Morley). Las intersecciones de las trisectrices de un triangulo determinan un tridngulo
equildtero.

Prueba. Sea ABC el tridngulo y sean @ y R los vértices del tridngulo formado por la interseccién de
las trisectrices del dngulo A con las otras dos.

C B

Como ZAQC = 180° — % — % =120° 4 %, por ley de senos tenemos que
_ ACsin% B 2RsinBSin%
~sin(120° + 2)  sin(120° 4+ B)°

Observamos que sin(120° + £) = sin(60° — £) y sin B = sin(180° — B). Esto nos recuerda las férmulas

del angulo triple de de manera que

sin B sin B ) . ., B
- BT = = 5o = 4sin —sin{ 60° + — |,
sin(120° + 5)  sin(60° — =) 3 3

y por lo tanto obtenemos que

B B
AQ = 8Rsin 3 sin % sin (60O + 3) .

De manera analoga, obtenemos que

B C C
AR = 8Rsin 3 sin 3 sin (60o + 3) ,

por lo que
sin(60° + ) _ AQ _ sin ZARQ @)
sin(60° + $) AR sin ZAQR'

Tenemos que

B B A
(600 + 3) + (60° + g) =120° 4+ _;C = 180° — 3= ZARQ + ZAQR.

En vista de y (que probaremos en la siguiente seccién), obtenemos que

B
ZARQ=60°+ 5,  ZAQR=60° + %

Esto implica que

. : B C o 0L C\.an A
OR = AQ sin /QAR _ 8Rsin 5 sm.g sin(60° + %) - sin _ SRsin A “in B ‘i g
sin ARQ) sin(60° + ?) 3 3 3
Puesto que esta férmula es simétrica con respecto a A, B, C, concluimos el resultado. O



6.2 Una ecuacion trigonométrica
En la seccién anterior, nos encontramos con un sistema de ecuaciones de la forma

sin o sin o
a1 + f1 = ag + o, - = — . 3
1+ 61 2 + B2 sin 34 sin By (3)

Queremos demostrar que el sistema anterior implica que a; = as y 1 = (2. Sin embargo, si la suma
de los angulos en es m, entonces la segunda ecuacién se cumple automaticamente sin que haya
ninguna implicacién sobre la igualdad de los pares de los dngulos. Para los propositos usuales, como

el de el siguiente resultado va a ser suficiente.

Lema 6.2. Si «;, 8; > 0 satisfacen el sistema de ecuaciones yap + B1 = as + B2 < m, entonces
ar =g y B = P

Prueba. La condicién de que los dngulos sean positivos y que su suma sea menor que 7 implica que

podemos considerar dos triangulos A;B;C; tales que ZA; = «; vy £B; = ;. La igualdad en la suma

de los angulos implica que ZC; = ZC5. Por ley de senos, la igualdad en los cocientes implica que
B1C1 B3y

A0y Ay

Por el criterio LAL concluimos que los triangulos A; B1Ch y A2B2C5 son semejantes, y asi a1 = ag y

B1 = Ba. O

Prueba alternativa. La igualdad de los cocientes implica que
cos(ay — B2) — cos(ag + P2) = 2sin g sin B = 2sin ag sin f1 = cos(ag — B1) — cos(as + 51).

La igualdad de la suma de dngulos implica que a3 — B3 = as — B, por lo que obtenemos finalmente
que
cos(ay + B2) = cos(az + f1).

Ahora, tenemos que 0 < ay + B2, as + B < 2, por lo que la igualdad implica dos posibles casos:
ar+ P =+ P, (o1 + B2) + (o + p1) = 2.

El segundo caso no es posible ya que (a; + 32) + (a2 + B1) = (a1 + B1) + (a2 + B2) < 27. Por lo
tanto, obtenemos que a; + B2 = as + B1. Esta ecuacién y la igualdad de la suma implican facilmente
el resultado. O

6.2.1 Problemas

Problema 4 (R. Gelca, EE.UU. 1998, Banco de problemas). En una circunferencia de didmetro AB,
se toman los puntos C, D, E en un lado de AB y F en el otro lado, tal que los arcos AC, CD y BE
miden 20° y el arco BF mide 60°. Sea M la interseccion de BD y CE. Pruebe que FM = FE.

Problema 5 (OMCC 2008). Sea ABC un tridngulo acutdngulo. Se toman los puntos P y Q en
el interior de los lados AB y AC, respectivamente, tales que B, P, QQ y C estén en una misma
circunferencia. La circunferencia circunscrita al AABQ corta a BC de nuevo en S y la circunferencia
circunscrita al AAPC corta de nuevo a BC en R. Las rectas PR y QS se intersecan en L. Demuestre
que la interseccion de AL y BC no depende de la escogencia de P y Q.

Problema 6 (Extensiéon OMCC 2008). Sean A, B,C y L como en el problema anterior. Demuestre
que AL es perpendicular a BC.

10



6.3 Teorema de Ceva

Teorema 6.3 (Ceva). Sea ABC' un tridngulo, con D, E y F en los lados BC, CA y AB, respectiva-
mente. Entonces AD, BE y CF concurren si y solo si

sin /BAD -sin /CBE -sin ZACF
sin /CAD -sin ZABE -sin /BCF
Prueba. Supongamos que AD, BE y C'F concurren en un punto P. Por ley de senos tenemos que

sin BAD  sin BAP @
sin ABE sinABP AP’

1.

y analogamente obtenemos que
sinCBE _ CP sin ACF AP
sin BCF  BP’ sinCAD CP’

Multiplicando las expresiones concluimos que el producto es igual a 1.

Consideramos ahora el converso, es decir, el caso en que el producto sea 1. Sea P la interseccién de
BE y CF. Por el argumento anterior con ley de senos tenemos que
sin /BAP -sin Z/CBE - sin ZACF
sin /CAP -sin /ABE -sin /BCF

L,

y asi concluimos que
sin/BAP _ sin/BAD

sin /CAP  sinZCAD’
Por obtenemos que ZBAP = /BAD, es decir, P pertenece a AD, y por lo tanto AD, BE
y C'F concurren. O

6.3.1 Problemas

Problema 7 (D. Campos, OLCOMA 2019). Sea ABC un tridngulo con ZBAC = 30° y ZABC = 80°.
Sean I'p y T'c los circulos por A tangentes al lado BC en B y C, respectivamente. Sea D # A la
interseccion de I'c con el lado AB y sea J la interseccié de I'g con el segmento CD. Si I es el incentro
del triangulo ABC, demuestre que A, C, I y J son conciclicos.

Problema 8 (Rumania 2006, 9 grado, Banco de problemas). Sea I el incentro del tridngulo ABC
y sean A1, By, C1 los incentros de los tridngulos IBC, ICA, IAB, respectivamente. Demuestre que
AAq, BBy, CC; son concurrentes.

Problema 9 (IMO Shortlist 2001). Sea Ay el centro del cuadrado inscrito en el tridngulo acutdngulo
ABC' con dos vértices del cuadrado en el lado BC. Los otros dos vértices del cuadrado estdn sobre
los lados AB y AC. Los puntos By y C1 se definen de manera similar para cuadrados inscritos con
dos de sus vértices sobre AC' y AB, respectivamente. Pruebe que las rectas AA;, BBy y CCy son
concurrentes.

Problema 10 (IMO Shortlist 2006). Sea ABCDE un pentdgono convezo tal que ZBAC = LZCAD =
/DAE y ZABC = LZACD = ZADE. Las diagonales BD y CE se intersecan en P. Pruebe que la
recta AP biseca al lado CD.
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