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Material en construccion

1. El Plano Cartesiano

A la hora de trabajar en problemas de geometria olimpica, es lo mas comun traba-
jar sobre el plano en el cual se encuentran objetos elementales llamados puntos, y con
base a estos se forman figuras como lineas, segmentos, circunferencias, entre otros. Alli
resultan de gran utilidad herramientas de geometria euclidiana convencional, aunque
en algunas ocasiones esto es complicado. Por esto, es conveniente en algunos casos
introducir un sistema de coordenadas al plano para lograr una interpretacion més
algebréica de los problemas y con esto llegar a conclusiones rapidas y seguras.

Cuando se introduce un sistema de coordenadas, este consta de dos Ejes perpen-
diculares entre si, llamados X y Y. Cada uno es una recta numérica y se intersecan en
el punto en que ambas toman el valor de 0. Con esto puede resultar facil "nombrar.?
los puntos, es decir, darles una posicoén en el plano, lo cual ayuda para obtener infor-
macion precisa y matar el problema. Este espacio se conoce como R?, pues este posee
dos dimensiones.

1.1. Eje X y Eje Y

Como se mencion6 anteriormente, el sistema de coordenadas en el plano cartesiano
esta basado en dos ejes, llamados Eje X y Eje Y. Con esto se da la posicién precisa de
los puntos en el plano, donde las coordenadas de los puntos en el Eje X son nombradas
abcisas, coordenada en X o componente en X, mientras que a las coordenadas de los
puntos en el Eje Y se les conoce como ordenadas, coordenada en Y o componente en Y.



1.2. Puntos y vectores

El plano, como ya vimos, estd compuesto por puntos. Al tener un sistema de coor-
denadas integrado en el plano, asignamos coordenadas a los puntos. Si al trazar una
linea perpendicular al Eje X y al Eje Y desde el punto A, estas cortan a las rectas en
los valores a y b respectivamente, al punto A le asignamos el par ordenado (a,b). Se
suele utilizar la notacion A(a,b) para indicar que el punto A tiene coordenadas (a,b).
Al punto (0,0) se le llama origen.

Un vector es muy similar a un punto, la diferencia es que el vector Z(a,b) es
la flecha que sale del origen con direccion hacia el punto A(a,b). Asi que, basicamente
la diferencia es que el punto solamente representa a un elemento del espacio en el cual
trabajamos (el plano), mientras que el vector es, como ya se dijo, una flecha que posee
una direcciéon y magnitud dada. Generalmente se nombran a los puntos y vectores
con letras maytusculas, aunque vamos a encontrar en algunos casos vectores con letras
mintsculas, como por ejemplo v .

1.3. Vector vs. Escalar

Diferenciar entre vectores y escalares es importante para interpretar resultados y
poder diferenciar los objetos que estamos utilizando. Un escalar es un elemento real,
es decir, A € R, mientras que los vectores y puntos son elementos del plano, es decir,
Pe R2.

1.4. Magnitud o norma de un vector

Al tener un vector en el plano A(a,b) se define la magnitud o norma de dicho
vector, como la longitud de la flecha que parte del origen y llega al punto A, es decir,
la longitud de este vector. Esto se denota como ||A|| y es facil ver, por el Teorema de

Pitagoras, lo siguiente:
4] = Va2 72

Cuando la norma de un vector es 1, es decir, ||A|| = 1, se dice que el vector es
un vector unitario. En algunos casos conviene tener un vector unitario, asi que si

—

— . , .
tenemos un vector ¢, y consideramos el nuevo vector —-, este tendra magnitud 1,

iR
pues al calcular la norma de un vector, si hay un escalar multiplicando (o dividiendo),
—
este puede salir de la norma, entonces la norma de este nuevo vector es H =1,y se

puede notar que la direccion es la misma. En la siguiente se detallarda como funciona
el producto de vectores por escalares.



2. Operaciones con vectores

Al igual que con los niimeros reales, existen algunas operaciones que podemos rea-
lizar con los vectores, las cuales son primordiales para poder trabajar en geometria
analitica y en los siguientes puntos de este documento.

2.1. Suma y resta de vectores

Sean A(x1,y1) v B(x2,y2) dos vectores en el plano. Entonces, se define la suma y
resta de vectores de la siguiente manera:

(i) Suma de vectores: A(xy,y1) + B(x2,y2) = X(x1 + T2, y1 + Yo)
(i1) Diferencia de vectores: A(x1,y1) — B(xa,y2) =Y (21— 22,y1 — y2)

Si tenemos un vector A y le sumamos el vector B, lo podemos interpretar como
trasladar el punto A en la direccién dada por el vector B. Por otra parte, si tomamos
la diferencia entre el vector A y B, esto es un nuevo vector que tiene la direccion de

B a A.

2.2. Producto vector-escalar

Sea A € Ry A(x1,y1) un punto en el plano. Al tener el producto de A con el vector
A, esto tiene como resultado un vector, y lo que hace es aumentar o disminuir la
magnitud del vector, pero este conserva la misma direccion. Este producto se realiza
de la siguiente manera:

A Az, y) = A'(Azy, A)

Si tenemos dos vectores A y B de manera que que existe un A € R tal que A= \-B,
se dice que A es multiplo de B (o que B es miultiplo de A), y a esta pareja de vectores
Ay B se les conoce como linealmente dependientes. En caso de que no exista dicho
A, se les conoce como linealmente independientes.

2.3. Producto punto

En el plano cartesiano, para multiplicar dos elementos (puntos), existe una ope-
racion llamada producto punto, que se denota por un punto (-). De esta manera, si
v (21,41) ¥ W(x9,72) son dos puntos en el plano, entonces:

7(171,91) : TU)(ﬂfz,yz) =T1-T21tY1-Y2



Como se puede notar, en este caso, el producto punto da como resultado un escalar,
ya que las coordenadas de los puntos son niimeros reales y el resultado es una suma
de productos convencionales de ntimeros reales. Otro dato importante es la relacion
entre el producto punto y la norma de un vector, pues como se logré ver en 1.4. y en
esta seccion, se cumple que para cualquier vector A:

AP =A-A



3. Puntos medios

Un elemento importante y que usualmente encontramos en problemas de geometria
es el de los puntos medios. Si tenemos una recta numérica y dos niimeros reales, el
valor que se encuentra en medio de ellos es el promedio de ambos nimeros. Al tener
un sistema de coordenadas, con dos puntos A(z1,y1) v B(x2,y2), el punto medio de
ambos, que llamaremos M, debe tener coordenadas que correspondan al promedio de
las coordenadas de A y B en cada uno de los ejes, respectivamente. Por esto, vemos
la ecuaciéon del punto medio:

A(xy,) + B(w2,12) :M(iCl +T2 Y +y2)
2 2 7 2

Cuando existen tres puntos A, By M, donde M es el punto medio de los otros dos,
pero solamente conocemos las coordenadas de A y M, para encontrar las coordenadas
de B se despeja como si fuera una ecuacion lineal en los reales, tal y como se muestra
a continuacion:

A
+B:M
2
A+B=2M
B=2M-A



4. FEcuacion de la recta

En la geometria es sumamente usual que aparezcan rectas y segmentos de recta.
Por esto es muy importante como modelar las rectas en geometria analitica, para esto
mostraremos a continuaciéon dos formas en las que se puede representar una recta en
el plano cartesiano, asi como la forma de encontrar las ecuaciones de algunas rectas
que son muy relevantes en geometria.

4.1. Ecuacion de la recta: y =mx +b

Sean A(z1,v1) y B(z2,y2) dos puntos en el plano (con x1 # x5 y Y1 # y2). La recta
que pasa por los puntos A y B, es decir, la recta AB debe cumplir que el cambio de los
puntos en el Eje X y en el Eje Y es proporcional. Los pares ordenados que componen
a la recta son puntos de la forma X (x,y) que cumplen la ecuacion y = mx + b. El
valor de m es conocido como la pendiente de la recta y corresponde a la inclinacion o
direcciéon que toma. El valor de b es el corte de la recta con el Eje Y.

Para calcular la ecuacién de la recta que pasa por A y B resolvemos un siste-
ma de ecuaciones con variables m y b, con las siguientes dos ecuaciones:

(i) yr=max1+0b

(i1)  yo=maa+b

Restando (i7) y (i) obtenemos que 42 — y1 = m(x2 — 1), v despejando obtenemos
que:
Y2—-h
m = ———
To — Iy
Una vez que conocemos el valor de la pendiente, lo tinico que hace falta es sustituir
las variables x y y en la ecuacién por las coordenadas de A o de B, para despejar b,
que es:
b=y —ma1 =y, - mz>

4.1.1. Rectas perpendiculares a los ejes

Anteriormente vimos la ecuaciéon de rectas con los valores en cada entrada dis-
tintos. Sin embargo, existen las rectas entre puntos A(x1,11) v B(x1,y2) con y; # ys
(perpendicular al Eje X) y puntos de la forma C'(z1,y1) v D(%2,y1) donde x1 # o

(perpendicular al Eje Y'). El el caso donde la recta AB es perpendicular al Eje X, la
ecuacion de esta recta viene dada por x = x1, ya que todos los puntos en la recta son
aquellos que tengan a x7 como su componente en X. Similarmente, para la recta C<’_l)?
perpendicular al Eje Y, sucede que todos los puntos en la recta tienen componente en



Y constante, asi que la recta se modela con la ecuacion y =y .

4.2. Ecuacion de larecta: X =P+ \- v

Existe otra forma de ver los puntos de una recta, la cual es menos usual de en-
contrar aunque en algunos casos es util. Cuando tenemos una linea [ que pasa por el
punto P(z1,y1) en una direccion dada, es equivalente a sumar multiplos de un vector,
de manera que si v (v1,v2) es el es el vector director de la linea, esta se modela bajo
la ecuacion:

[:{X=P+)\-7:)eR}

Si conocemos dos puntos por los que pasa la linea, pero no su vector director, se
puede ver que el vector que dirige a esta linea, o uno de estos, es () - P. Por esto, la
recta la podriamos tomar como:

1:{X=P+X-(Q-P)=(1-A\)P+XQ: \eR}

4.3. Cambio de forma de la ecuacién de la recta

En ocaciones podriamos tener alguna de las formas de la ecuacion vistas en 4.1. y
en 4.2. asi que es importante saber como cambiar de una de estas formas a la otra,
que modele la misma recta. Estos cambios, en las dos direcciones posibles, se explican
a continuacion.

4.3.1. y=max+baX=P+\-0

Si tenemos una recta [ de la forma y = max + b, nétese que el vector v (1,m) tiene
pendiente m. Por esto, un vector paralelo a [ va a ser v, entonces este podemos tomar-
lo como el vector director de [. Ademas, entre otros puntos que podriamos considerar
de la recta que ya conocemos su ecuacion, puede resultar conveniente su interseccion
con el Eje Y, la cual corresponde al punto P(0,b), con lo que ya conocemos un pun-
to en [ y su vector director, y cambimos la ecuacion de la recta a la forma X = P+ \- 7.

4.3.2. X=P+X- T ay=ma+b

Por otra parte, si conocemos la ecuacion de la recta [ como X = P+\- 7, es posible
ver que el vector director ¥ (vi,v;) tiene una pendiente m = 2. Esto se nota pues la
recta que pasa por el origen y por v es paralela a [ (o es [), y la pendiente de esta es
la que vimos anteriormente. Seguido de esto, ya conocemos la pendiente de la recta
yun punto P(x1,2z5) por donde pasa la recta. Asi vemos que b = x5 + PP



4.4. Rectas paralelas

Cuando dos rectas [ y m son paralelas es porque poseen la misma direccién. Esto
se puede interpretar como que su vector director sea el mismo, o que su pendiente
sea igual. Por esto, si la pendiente de la recta [ es m, y buscamos la recta paralela
que pasa por un punto P(x1,y;), entonces sabemos que se debe cumplir la ecuacion
y1 = mxy + b y de aqui se puede despejar el corte con el Eje Y de dicha recta para
conseguir la ecuaciéon completa. En el caso de la ecuaciéon vista en 4.2. es més sencillo,
pues la recta paralela va a tener el mismo vector director (llamese ¥, que en 4.3.
vimos que puede considerarse (1,m)), y conociendo un punto P que pertenezca a la
recta buscada, la ecuaciéon seria X = P+ \- 0.

4.5. Rectas perpendiculares

Cuando tenemos dos rectas perpendiculares, se puede tener alguna relaciéon entre

las pendientes de ambas lineas. Para ver esto, lo haremos trabajando con vectores

. . ., — -~ .
directores de las lineas [ y m, los cuales seran v (vy,v2) y N(nq,ny) respectivamen-
te. Sea O el origen, v P, @ los pies de las perpendiculares sobre el Eje X desde v

—
y N respectivamente. Asi, obtenemos dos triangulos congruentes, que son AOV Py
ANOQ, pues es facil ver que comparten los mismos angulos, ademas de ser de vecto-
res de norma 1, por lo que también comparten su hipotenusa, que mide 1.

Con lo anterior, se puede ver que OP = N@Q y VP = O@. Ademas, notese que
1| = OP, |vg| = VP, |n1| = OQ y |n2| = NQ. Combinando los dos grupos de ecuaciones
anteriores se puede ver que |v1| = [ns| y |vs| = [n1]|. Las dos posibilidades para los signos
de las componentes de los vectores dados son cuando vy = —ny v v = ny, 0 cuando
V1 = No ¥V Vg = —nq. Las otras dos opciones, cuando v1 = ng y 9 =Ny 0 U3 = —No ¥

— ~ . . . .
vo = —ny se descartan, pues v y N serian linealmente dependientes, asi que no son
perpendiculares.

Ahora sabemos que los vectores perpendiculares se generan al cambiar el orden de
las entradas (coordenadas) y cambiar el signo a exactamente una de estas. Por eso, al

—
—> . . . .
tener v (v1,v2) y un vector unitario normal a este, sin perder generalidad N (-vq,v1),

las pendientes de [ y de m van a ser m; = 2 y my = —2L respectivamente, asi que
V1 v2
—
2 2 —> .
my - mo = —1. Ademéas ndtese que v - N = —v; - 09 + v5 - v. Con base en lo anterior

podemos dar el siguiente resultado:

Sean [ y m dos rectas con pendientes m; y ms respectivamente, y sus vectores di-

—_ - . .o e —> -
rectores v y N respectivamente. Entonces [ L m sii mq-mo=-1sii v - N =0.



Al tener el resultado anterior, es facil encontrar una recta perpendicular a otra,
dado un punto de esta nueva recta. Esto se logra ya que al conocer la recta original,
digamos [, podemos encontrar un vector normal o perpendicular a esta, y asi también
la pendiente de una recta perpendicular a esta. Conociendo esto y un punto sobre la
recta perpendicular a [ que buscamos, se puede conocer esta nueva ecuacién con el
mismo método utilizado en 4.4.

4.6. Rectas tangentes a circulos

Sabemos que una recta tangente en un punto 7'(z1,%1) a un circulo de centro
O(x2,12), es la recta que pasa por T perpendicular a OT, por lo que se aplica como
se vio en (4.5.).

4.7. Interseccidon de dos rectas

Cuando tenemos dos rectas dadas [ : y = mix + by y m :y = mox + by y queremos
ver su interseccion, entonces se debe encontrar el par ordenado (x1,y;) que cumple
con las dos ecuaciones, por lo que se sigue que:

Y1 = myzy + by = maxy + by

Asi se puede despejar, como ya se ha visto, el valor de z; y luego de y;, y asi
encontramos el punto de intersecciéon de las dos rectas [ y m. Los detalles se dejan al
lector.



5. Distancias

Otro dato que es indispensable en la geometria es la distancia entre puntos o entre
un punto con una recta. A continuacion se detalla la informaciéon sobre estas distan-
cias en el plano.

5.1. Distancia entre puntos

Si tenemos A(x1,y1) y B(z2,y2) puntos en el plano, la distancia de A a B, que
es la misma de B a A, se denota por d(A, B). A su vez, sabemos que el vector que
manda el punto A a B es B — A, analogamente, el vector que envia el punto B a A
es A— B. Por lo anterior, se puede ver que la norma de B - A (al igual que A - B),
representa la distancia que hay entre los puntos en cuestion. De esta manera se puede
ver que la distancia entre A y B esta dada por:

d(A,B) =d(B,A) = |A- Bl =B - Al = /(w2 = 21)* + (42~ 11)?

5.2. Distancia entre un punto y una recta

La distancia de un punto P(x1,y;) a una linea [ : y = ma + b se define como la
menor distancia del punto P a un punto sobre /. Esta minima distancia se da cuando
el punto sobre la linea es el pie de la perpendicular desde P sobre [. Conociendo esta
definicion, es posible determinar esta distancia, a base de las contrucciones vistas en
el punto 4. Esta distancia se denota por d(P,1).

Para encontrar esta distancia, primeramente se debe calcular la recta perpen-
dicular a [ que pasa por P (4.4.), y posteriormente encontrar la interseccion de esta
recta con [, para encontrar el pie de la perpendicular desde P sobre [. Al hacer esto,
encontramos un punto F'(x2,%2) que es el pie de la perpendicular y asi se cumple que:

d(P,1) = d(P,F) = /(22— 21)* + (y2 - 11)?

10



6. Ecuacion del circulo

Debemos recordar la definicion de un circulo, que es el conjunto de todos los
puntos que equidistan de un centro. Esto quiere decir que si tenemos un circulo con
centro C'(xy,y1) y radio r, entonces se cumple que para todo punto X (x,y) en la
circunferencia, la distancia de X a C' es r, y con la ecuacion de distancia entre puntos
obtebemos lo siguiente:

Vz-z1)2+(y-p)?=r
Esto es equivalente a la ecuacién de la circunferencia que tradicionalmente utili-
Zamos:

(35—331)2 + (y—y1)2 =7’

6.1. Intersecciéon del circulo con rectas y circulos

Cuando se tiene la ecuacion de un circulo S : (z —z1)? + (y —11)? =72, y la de
una recta [ : y = mx + b, para encontrar los puntos de interseccién, si es que poseen,
se hace una sustitucion de variables en la ecuacion de S para despejar los puntos de
interseccion, esto al obtener una ecuaciéon cuadratica en una sola variable. En el caso
de tener un circulo T : (z—x2)2+(y—y2)? = s2, para encontrar los puntos de interseccion
se hace un procedimiento similar y se resuelve como un sistema de ecuaciones en dos
variables, con dos ecuaciones. Los detalles de esto se dejan para el lector.

11



7. Rectas y puntos notables

Otros objetos que son muy comunes en geometria son las rectas y los puntos nota-
bles. Por esto es de gran importancia poder modelar analiticamente estos objetos para
su utilizacién a la hora de resolver problemas con herramientas de geometria analiti-
ca. Las rectas notables son ya estudiadas en la geometria convencional y casi siempre
aparecen en problemas de olimpiadas. Estas son las alturas, mediatrices, medianas y
bisectrices.

Para efectos de esta seccion, tomaremos el tridngulo A ABC' donde M es el pun-
to medio de BC' y F el pie de la perpendicular desde A sobre la linea (EE’) No se
demostraran resultados como el hecho de que tres medianas concurres, pues estos se
demuestran con geometria euclidiana, y en este documento se busca solo construir las
ecuaciones que defines las rectas y los puntos notables para la soluciéon de problemas
con herramientas de geometria analitica.

12



7.1. Altura

La altura de un triangulo es la linea que pasa por uno de los vértices y corta per-
pendicularmente a la linea que contiene a los otros dos vértices. Vamos a considerar,

<~
sin pérdida de generalidad, la altura desde A sobre BC', que como se definid, corta en
F' a esta linea. Conociendo los vértices del tridngulo, la altura se determina como se

<~
hizo en 4.5. al calcular la ecuacién de una recta perpendicular a BC' que pasa por A.
Para encontrar las coordenadas del punto F', se utiliza lo visto en 4.7. para calcular

«——>
el punto de intersecciéon entre BC' y la altura por A.

7.1.1. Ortocentro

El ortocentro es el punto donde concurren las tres alturas de un triangulo, y
generalmente se denota por la letra H. Para encontrar las coordenadas de H, se
pueden buscar dos alturas del triangulo como lo vimos en 7.1. y calcular su punto de
interseccion, tal y como se hizo en 4.7.

13



7.2. Mediana

La mediana de un triangulo es la linea que pasa por un vértice y el punto medio
<>
correspondiente a este. En nuestro caso, AM es una mediana del triangulo A ABC'. Ya

<>
se vio en 3. como encontrar las coordenadas de M, asi que la mediana AM, asi como
las otras dos, se calculan como se hizo en 4.1. o en 4.2. para determinar la ecuacion
de la recta que pasa por dos puntos.

7.2.1. Centroide o baricentro

El centroide, baricentro, o centro de gravedad de un triangulo, es el punto de inter-
seccion de las tres medianas de un triangulo y por lo general se utiliza la letra G para
nombrar a este punto. Es conveniente recordar que la distancia de G a cada vértice
del tridngulo corresponde al doble de la distancia de GG al punto medio respectivo, por
ejemplo y sin perder generalidad, se cumple que AG = 2GM.

Una forma de calcular las coordenadas de G seria encontrando dos de las me-
dianas de AABC como en 7.2. y posteriormente encontrar su punto de intersecciéon
como en 4.7. Sin embargo, existe una forma mas sencilla y rapida, pues tras reali-
zar este procedimiento con variables en las coordenadas de A, B y C, se llega a la
conclusion de que:

_A+B+C

¢ 3

14



7.3. Mediatriz

La mediatriz de un segmento, o de un lado de un tridngulo, es el conjunto de puntos
que equidistan de los extremos del segmento. Esta es la recta perpendicular al segmen-
to que pasa por el punto medio. Si conocemos las coordenadas de B y de (', podemos
encontrar el valor de las coordenadas de su punto medio M como en 3. Ademés, con

<~
estos datos se puede obtener el valor de la pendiente de la recta perpendicular a BC
y luego es facil obtener la ecuacion de la mediatriz del lado BC', esto como se vio en 4.5.

7.3.1. Circuncentro

El circuncentro de un tridngulo es el punto de intersecciéon de las tres mediatrices
del triangulo, que ademas, por la definicién de la mediatriz, es el punto que equidista
de los tres vértices del triangulo, asi que es el centro del circulo que pasa por A, B
y C. Este punto se suele denotar por la letra O. Como se ha visto anteriormente, la
forma de calcular las coordenadas de este punto es encontrando la ecuacién de dos
mediatrices como se hizo en 7.3. e intersecdndolas como se vio en 4.7.

15



7.4. Bisectriz

La bisectriz de un angulo es el conjunto de puntos cuya distancia a cada uno de los
brazos del dngulo es la misma. En un tridngulo, se suele hablar de bisectriz interna y
externa, aunque la definiciéon es la misma, solo que la bisectriz interna biseca al angulo
que comparte puntos con el interior del tridngulo, mientras la externa es la que biseca
al &ngulo consecutivo del interno. La bisectriz interna y externa son perpendiculares.

Para encontrar la ecuacion de la bisectriz de un dngulo es mas dificil que encontrar
las otras tres rectas notables vistas en esta seccion, aunque es viable. En primer lugar,
si el vértice del angulo es el punto A, se debe considerar una circunferencia de centro
en A y cuyo radio sea menor que las medidas de AB y de AC.

Posteriormente, encontrar los puntos de interseccion de este circulo con los seg-
mentos AB y A_C’, como se vio en 6.1., que llamaremos X y Y respectivamente. Luego,
se deben encontrar las ecuaciones de las rectas perpendiculares a AB y ac que pasan
por X y Y respectivamente, como se hizo en 4.5. e intersecar ambas rectas como en
4.7. Una vez encontrado este tltimo punto, que llamaremos P, se debe encontrar la

<>
ecuacion de la recta AP, que corresponde a la bisectriz que buscamos.

7.4.1. Incentro

El incentro de un triangulo es el punto de interseccion de las tres bisectrices. Este
punto se suele llamar 7, y se calculan sus coordenadas intersecando dos bisectrices
como las vistas en 7.4., por medio del procedimiento utilizado en 4.7. El incentro es el
centro de un circulo inscrito al tridngulo, es decir, un circulo tangente a los tres lados
del tridngulo, y por esto se obtiene que la distancia de I a los tres lados del tridngulo
es la misma.
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8. Transformaciones en el plano

En geometria muchas veces utilizamos transformaciones aplicadas en las figuras,
que las modifican cambiando su forma, tamano o posiciéon. Ver como se pueden in-
terpretar estas transformaciones en geometria analitica es muy importante, y esto lo
podemos ver como funciones que envian puntos a puntos. A continuacion detallaremos
como se realizan en particular tres transformaciones, siendo la homotecia la menos
comin, mientras que las traslaciones y las reflexiones resultan muy ttiles y usuales.

8.1. Traslacion

Una traslacion aplicada a un objeto o un punto, es mover o trasladar el punto o el
objeto cierta distancia en una direccién dada. Esto puede verse como sumar un vector
al punto o al conjunto de puntos que forman al objeto. Asi que si tenemos un vector
— ., . . . .
v, y hacemos una traslacion a un punto X con este vector, la imagen originada seria

/ —_ . . . .
el punto X’ = X + v. Si son un conjunto de puntos, entonces se aplica lo anterior a
todos los puntos de la figura trasladada.

8.2. Homotecias

Una homotecia es una transformacion que modifica el tamano de las figuras, pero
no sus formas. Para realizar una homotecia es requerido de un centro de homotecia y
una razoén de homotecia. Lo que hace es que si el centro de homotecia es un punto O
y la razén es un real k, al aplicar la homotecia a un punto X, su imagen esté en la
recta OX y la distancia de O a X’ es k- X. Si k es negativo, entonces se da el caso
en el que O esta entre X y X'. Si el centro de homotecia es O(0,0), es facil ver que
al aplicar homotecia de razén k a un punto X, la imagen es el punto kX.

Cuando queremos hacer una homotecia de centro O distinto del origen y razéon
k, lo que se hace es trasladar el centro, y en general el plano, al origen, pues como
se vio previamente, en el origen es méas facil realizar homotecias. Una vez aplicada la
homotecia se vuelve a trasladar el origen a O y todo el resto del plano. Esto, como se
vio en 8.1., nos da la siguiente formula para calcular la imagen al aplicar la homotecia
ya mencionada a un punto X:

X' =k(X-0)+0

Esta formula se puede probar con la definicion de la homotecia, pues el punto X’
cumple con que:
X' -0=k(X-0)

— X'=k(X-0)+0
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8.3. Reflexiones

Las reflexiones son transformaciones que requieren de una linea [. Sea X un punto
en el plano y F' el pie de la perpendicular desde X sobre [. Entonces la imagen de
reflejar X por [ es un punto X’ donde F' es el punto medio de X y X’. También
puede considerarse como el punto en la recta perpendicular a [ que pasa por X cuya
distancia a [ es la misma que la de X. Esto se puede visualizar como un efecto de
espejo creado a partir de la recta.

La forma convencional de calcular el punto reflejo de un punto dado X sobre
una linea conocida [, es utilizando los conocimientos ya mencionados en 4. En primer
lugar, se calcula la ecuacion de la recta perpendicular a [ que pasa por X como se hizo
en 4.5. Luego, como en 4.7.; se encuentra el pie de la perpendicular desde X sobre [
intersecando estas dos rectas, como lo vimos en 7.1. y a este punto lo llamamos F'.
Ahora sabemos que F' es el punto medio de X con su reflejo por [, asi que podemos
encontrar las coordenadas de X’ (la imagen de de reflejar X por [) despejando la
ecuacion vista en 3. que nos dice que X' =2F - X.

8.3.1. Formula de reflexiones

El procedimiento anterior puede resultar tedioso y algo extenso en algunos casos;
sin embargo, existe una formula que nos da la imagen de reflejar un punto X por una

—

P . . —
linea I : {P+X-v:XeR}. Y donde N sea un vector normal unitario de I. Como v
es el vector director de [, ya vimos en 4.5. como encontrar un vector normal a este,

—
/

— —
digamos que sera v’. Asi, si consideramos N = -5, como vimos en 1.5., la magnitud

']

del vector N seré 1 y encontramos un vector normal unitario a la recta [. Con esto,
podemos aplicar la mencionada férmula para reflejar cualquier punto X por [, aunque
la demostracién no se vera en este documento pues utiliza materia no abarcada, ni
necesaria, para efectos de problemas olimpicos. La formula es la siguiente:

X'=X-2(X-P)-NN

——
En este caso, estamos trasladando el punto X con el vector —=2(X - P)- N N, pero
como el punto F' es el punto medio de X y X', si trasladamos a X con el vector

—-(X-P)- NN obtenemos que:

——
F=X-(X-P)-NN
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9. ;Cuando es posible usar Geometria Analitica?

Es sumamente importante es manejar correctamente todas las herramientas y mé-
todos que ya se han explorado. Sin embargo, en problemas de olimpiadas no se necesita
solo conocer cantidades inmensas de teoria, y es primordial saber como se utiliza la
teoria, junto a trucos y manas que favorecen la soluciéon de los problemas. Por eso es
tan importante como la teoria estudiada, el saber cuando es posible usar geometria
analitica y como saber cual método es el mas conveniente para resolver problemas de
geometria.

Este conocimiento se adquiere mayoritariamente con practica, y llegando a conclu-
siones por experiencia propia. Si se intenta resolver problemas con geometria analitica
y en cierto momento los calculos se hacen imposibles, es posible ir conociendo qué
condiciones no son funcionales en este tipo de problemas. Igualmente si se logra re-
solver problemas adecuadamente, el procedimiento va desarrollando una intuicién de
cuando y como utilizar geometria analitica.

Nuevamente se invita al lector a descubrir estas técnicas e ideas por medio de la
propia practica, aunque a continuaciéon enunciaremos algunas de las ideas comunes
que pueden ser de gran ayuda para resolver problemas sin tener que lidiar con una
gran confusion, ni perder tiempo intentando resolver un problema por caminos que
no llevan a la solucion.
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9.1. Todos los puntos se pueden nombrar

Es fundamental que todos los puntos involucrados en el problema puedan ser de-
finidos con coordenadas especificas. Esto debido a que, si algiin punto requiere de
mucho célculo para ser nombrado, o incluso si es imposible hacerlo, esto serd un im-
pedimento al trabajar con puntos desconocidos.

Si por el contrario, todos los puntos se pueden nombrar, preferiblemente con pro-
cedimientos sencillos y rapidos, esto es una ventaja, ya que es facil trabajar con puntos
conocidos y obtener informacion de ellos.

9.2. Hay pocos circulos relevantes en el problema

Los circulos son figuras importantes. Sin embargo, cuando en el problema hay
muchos circulos involucrados, esto puede ser una piedra en el camino, ya que definir
los circulos requiere de un radio y un centro, y conocer puntos en una circunferencia,
a su vez, puede llegar a tener cierto nivel de complejidad y requerir de procedimientos
engorrosos.
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9.3. Puntos y rectas faciles de nombrar

Ya dijimos que es importante poder nombrar todos los puntos, y esto puede guiar-
nos por cual camino utilizar. Una mejor forma de saber cuando los métodos analiticos
son utiles, es cuando los puntos se pueden calcular o encontrar facilmente.

Algunos ejemplos de esto, es cuando se encuentran puntos medios, reflexiones de
puntos, intersecciones de rectas faciles de nombrar, entre otros. Ademas, los puntos
en los ejes poseen formas simples por poseer una entrada nula.

En este punto, hemos descrito a grandes rasgos, como lograr encontrar las coorde-
nadas de un punto o vector. Por esto, cada persona por medio de la practica, deberia ir
creando un sentido de intuicién sobre cuales puntos se pueden conocer de una manera
sencilla y cuales definitivamente no.

9.4. Pocas variables en los puntos

Manejar variables en este tipo de problemas es casi un hecho. Sin embargo, si se
maneja una cantidad inmensa de variables, los calculos pueden llegar a ser confusos
y no llegar a ningiin lado, pues necesitamos una relaciéon entre los puntos.

Por esto, es importante idear una buena colocacién del eje de coordenadas, asi
como la eleccién de cudles puntos van a tener las variables que describiran al resto
de puntos. Entre menos variables, esta herramienta es méas poderosa, pero se pueden
utilizar la cantidad de variables que sean necesarias.
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10. ;Doénde colocar el Sistema de Coordenadas?

Es importante poder intuir o saber cuando es posible utilizar métodos o estrate-
gias de geometria analitica para resolver problemas de geometria en olimpiadas. Sin
embargo, hay que conocer ideas comunes y trucos que pueden ser vitales en la solucion
de problemas, y para esto el primer paso es una buena posicion del dibujo en el plano
de coordenadas, o es lo mismo que colocar adecuadamente el sistema de coordenadas
de acuerdo al dibujo.

Esto determina completamente la ubicacion de los puntos y puede modificar (para
bien o para mal) la informacion del problema traducida a ecuaciones y coordenadas. A
continuacion se explican algunas de estas ideas para colocar el sistema de coordenadas
en problemas que se resuelven por Geometria analitica.

Antes de estudiar algunas ideas ttiles, es importante invitar al lector a practicar
los métodos de geometria analitica para agilizar el desarrollo de calculos, asi como re-
finar la intuicién para saber cuando es posible utilizar dichas herramientas, y en estos
casos como colocar el plano y qué informacion es mas importante, pues solamente con
practica se puede llegar a perfeccionar las habilidades e ideas, en este area y en general.

Asi mismo, aunque en el presente material se busca guiar al lector a la hora de
resolver problemas por medio de procedimientos de geometria analitica, no siempre
estas son las tnicas formas de colocar el sistema de coordenadas, y aunque estos
pueden ser comunes y de gran utilidad, no siempre son los convenientes, pero para
poder tener la certeza de si lo que se hace es la mejor opcién, se requiere mucha
practica, hacer problemas, leer soluciones y después de eso, mas practica.
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10.1. Colocar puntos importantes en los ejes

Sabemos que los puntos que se encuentran en los ejes de coordenadas son puntos
de la forma (0,y) o (z,0), por lo que si ubicamos algunos puntos del dibujo sobre
los ejes del sistema, tener ceros en algunas de sus entradas puede favorecer el realizar
calculos de interés en el problema, como calcular ecuaciones de recta, de circunferen-
cia, entre otros.

Sumado a esto, en particular, si los lados de una figura, como por ejemplo un
triangulo, cuadrado, o rectéanculo, estan sobre alguno de los ejes de coordenadas, esto
resulta tutil pues la recta que contiene a ese lado va a ser en efecto, uno de los ejes y
tiene beneficios, como calcular intersecciones de esta recta con otras rectas o circulos.
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10.2. Simetria del dibujo

La simetria es una idea muy comun en matematica, que puede facilitar la solucion
de distintos problemas, pues hace que hayan dos objetos simétricos que conservan
ciertas propiedades. En algunas ocasiones, es posible que algunos elementos de un
dibujo puedan verse como simétricos respecto a una recta. Asi, al colocar ese eje de
simetria exactamente sobre alguno de los ejes del sistema de coordenadas, se facilita
el proceso de nombrar puntos y hacer algunos célculos.

Por ejemplo, si se tienen dos puntos simétricos respecto al Eje Y, sus coordenadas
serian (z,y) v (-z,y), en el caso de ser simétricos respecto al Eje X es similar, con
(z,y) v (z,-y), y puede tener muchas ventajas, como manejar menos variables en el
problema, pues si la posicion de estos puntos fuera otra, podria requerirse nombrar
alguno de ellos con nuevas incégnitas.

Por otra parte, al tener segmentos tales que sus extremos son simétricos respecto
a algin eje, en particular este eje constituye la mediatriz de dicho segmento, pues por
definicion, al ser simétricos respecto al eje, este segmento es perpendicular al eje, y
los extremos equidistan del eje. de esto también puede verse que el punto medio del
segmento estaria sobre alguno de los ejes, por lo que una de sus entradas seria 0 y la
otra seria la que los dos puntos comparten.

Esta construccion puede ser importante a la hora de resolver problemas de olimpia-
das, y es posible que sea dificil saber si es la mejor, sin embargo para esto se recomienda
practicar resolviendo problemas, pues es la tnica forma de ir desarrollando la intuicién
para conocer como colocar el plano de coordenadas y el dibujo.
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10.3. Centros en el origen

En la mayoria de problemas que tienen que ver con circulos, el centro de un circulo
es un punto de mucho interés en el problema. Por la ecuacién de la circunferencia, si
el centro del circulo es el origen del plano, esto ayuda en la soluciéon de problemas.
Esto puede ser 1til si se tienen circuncirculos en los que se coloca el circuncentro en
el origen, lo que se puede sumar a posicionar alguno de los vértices en los ejes.

Esto también es conveniente con el centro de un poligono regular, o también con
cuadrilateros ciclicos, donde el centro considerado es el centro del circulo que pasa por
el cuadrilatero ciclico.

También es fundamental en estos casos saber dar coordenadas a los puntos. Cuan-
do el origen coincide con el centro de un circulo que contiene puntos importantes,
existe una forma interesante para los puntos con grandes utilidades. Si el circulo tiene
radio 7, y el punto describe un angulo de 6 respecto al Eje X, entonces las coordenadas
de este punto son: en el Eje X es +rcos(f) y en el Eje Y es +rsen(f), cuyo signo varia
dependiendo del cuadrante en que se ubique el punto.

Esta construccion ayuda pues se sabe que cos?(z) +sen?(z) = 1, y también porque
se utilizan pocas variables, ya que por ejemplo, para nombrar tres puntos sin rela-
cion aparente, pueden definirse en términos de r y tres angulos, en vez de tener tres
variables para las ordenadas y otras tres para las abscisas.
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10.4. Alturas en el Eje Y

Esta idea esté directamente relacionada con la de colocar puntos en los ejes de
coordenadas. Si en un problema sobre un tridngulo A ABC', la altura desde A sobre
BC es importante en el problema, y si ademas hay puntos de interés sobre los lados
del triangulo o la altura ya mencionada, una construccién importante es la siguiente:

» A(0,a)
« B(b,0)
u C(C,O)

Donde a, b, ¢ son nimeros reales. El lado BC es el Eje X, por lo que la altura es
paralela al Eje Y, y como pasa por A que esta en el Eje Y, esta algura es el Eje Y, y
el por esto el pie de la altura debe ser D(0,0).

Con lo que ya se ha estudiado, puede verse que esto tiene grandes utilidades
al tener puntos con entradas 0, y mas aun pues dentro de los puntos se encuentra
el origen, lo que facilita muchos calculos. A pesar de que en el problema se tiene 3
variables (y pueden ser més depende del problema), el hecho de tener esta forma de los
puntos facilita la solucién, aunque parezca que tener muchas variables es complicado
y confuso.
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10.5. La medida perfecta...

En algunos problemas, se utilizan variables que influyen en todas las medidas del
problema, como longitudes de segmentos, areas, incluso en ecuaciones de objetos en el
problema. Sin embargo, es posible que resolver el problema para un caso particular sea
equivalente a hacerlo general, esto tomando la variable como una constante adecuada,
y el dibujo es homotético y analogo en el caso particular y el general, es decir, para
la variable y la constante.

Usualmente tener algunas medidas como constantes convenientes (por ejemplo 1,
2, 3, u otros), puede facilitar los célculos, a diferencia de arrastrar variables inne-
cesarias en el procedimiento. Cuando se hace esto, no basta solo con tomar el caso
arbitrario para las variables que no generan cambios en el problema. También es ne-
cesario justificar que el dibujo especifico es homotético a cualquier otro dibujo que se
haga, y por qué esto no afecta en la soluciéon del problema general, pues sin esto el
problema general no estaria justificado.

En particular, es oportuno en algunos casos donde el origen es el circuncentro de un
triangulo, considerar el circunradio como 1, pues este circulo seria el circulo unitario.
Y con lo visto en la seccion 10.3. se nota la ventaja de esta consideracion, porque los
puntos en ese circulo se definen en términos de angulos, de la forma (cos(6),sen(0)).
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11. Problemas

1. Sea0ABC'D un cuadrado con centro en el punto O. Sea X el punto tal que DAOBX
es un cuadrado, y sean M, Y los puntos medios de los segmentos AB y OB respec-
tivamente. Sean (1, la circunferencia que pasa por X, M y Y; Cs, la circunferencia
que tiene centro C' y radio igual a CM; y Cs, la circunferencia con diametro C'X.
Demuestre que las tres circunferencias C', Cy, y C3 tienen un punto en comun.

2. Sean 0ABDE y 0ACFG los cuadrados exteriores contruidos a partir del trian-
gulo AABC'. Sean M y N los puntos medios de BC'y EG respectivamente.

i) Demuestre que EG = 2AM y BC =2AN.

<« “«—— <> «——
ii) Demuestre que AM es perpendicular a EG, y AN es perpendicular a BC'.

3. Sea AABC un tridngulo con ortocentro H, y IABDE y DACFG los cuadrados
exteriores construidos a partir del tridngulo. Sea N el punto medio de EG. Supongo

«— <«——>
que P es el punto de interseccion de CD y BF. Demuestre que los puntos A, H, P,
N son colineales.

4. Sea AABC un triangulo acutédngulo y D el pie de la altura desde A sobre BC.

Sea P un punto en el segmento AD. Las lineas BP y 81_5 intersecan a los lados AC'
y AB en E y I, respectivamente. Sean J y K el pie de las perpendiculares desde F
y F sobre AD, respectivamente. Pruebe que:

FK EJ
KD JD

5. Considere un circulo S, y un punto P fuera del circulo. Las lineas tangentes a
S que pasan por P cortan al circulo en A y B respectivamente. Sea M el punto medio
de AB. La mediatriz de AM corta a S en un punto C' que esta dentro del triangulo
ANABP. jE)' interseca a PM en G,y PM interseca a S en un punto D que esta
fuera del triangulo AABP. Si BD es paralelo a AC , pruebe que G es el centroide del
triangulo AABP.
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6. Sea AABC un tridngulo y D el pie de la altura desde A. Sea [ la linea que pasa
por los puntos medios de BC'y AC. E es la reflexiéon de D por [. Pruebe que el

circuncentro de AABC esta sobre la linea 1(4—E> .

7. Sea AABC un triangulo y I' su circuncirculo. Sea D el pie de la altura desde

A sobre (EZ’, M y N los puntos medios de AB y E,_y @ el punto en I' que es
diametralmente opuesto a A. Sea E el punto medio de D). Demuestre que las lineas

R S <>
perpendiculares a EM y EN que pasan por M y N respectivamente, se intersecan en
<——
AD.

8. Sea OABC D un rectangulo. Se construyen triangulos equilateros ABCX y ADCY |
de manera que en el interior de ambos triangulos hay puntos que se encuentran, a su

<> <>
vez, en el interior del rectangulo. La linea AX interseca a la linea C'D en P, y la linea
Ay <~——>
AY interseca a la linea BC' en (). Pruebe que el triangulo A APQ es equilatero.

9. Sea AABC un tridngulo equilatero y I' su incirculo. Si D € AB y E € AC, ta-
les que DFE es tangente a I'. Muestre que:

AD AE

e |
DB EC
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