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1. Introduccién
Un polinomio se define como una funciéon P : R — R de la forma
P(z) = apz™ + ap_12" t + -+ ayx + ag, donde n € N,a, #0y ar € C, Yk € N_,

A través de este documento se definirdn los polinomios de esta forma. A los a; se les
denomina coeficientes, y en las diferentes secciones de este trabajo se aclarara, haciendo
el uso de la notacion P(x) € Z[x], Q[z], R[x] o C[z], cuando estos sean enteros, racionales,
reales o complejos, respectivamente. Se dice que este polinomio es de grado n, o deg(P) =
n, ya que max{k} = n.

Ahora, si se define otro polinomio:

Q(z) = bpx™ + by12™ ' 4 - + by + by, donde m € N, b,, 0y b, € C, Vk € N_,,
Se dice que P(z) = Q(z) si y solo si
= n=m
» q, =b; Vk € N,

En general, la notacion en este texto se mantendra constante desde la definicion de
un concepto.

Ejemplo. P(z) - P(—z) resulta en un polinomio Q(z) tal que b; = 0 para todo i
impar.
Solucion:

P(x) - P(=x) = (a,2" + an 12" '+ +arx+ag) - [(=1)"a, + (=1)" a,_ 12" + - — a1z + ag)
= (=1)"ap2"(P(2)) + (=1)" " ap_12" (P(2)) + -+ — arz(P(2)) + ao(P())
= (=1)"[(@n2™)? + apan 1 2** 4+ -+ apa1 2" 4 agan 17"
+ (=) Mapan_12*" 7 + (ap_12" ) + -+ @pora12™ + gy 17"
4o = arana™ + aran 2" + -+ (a12)? + aga ]
+
(

[apan®™ + apan 12" 1 + -+ + agayz + (ag)?]

+ (=) "apap_12*" "+ (=1)" ana, 127+

+ (=D)" M ap1an_02® 3+ (1) 2ap_1ap g 4 - -

+ (=1)" Nan_12" )+ (=1)" (ap_32" ) + - -

= (suma de términos con exponente par)? — (suma de términos con exponente par)?
(

= (suma de términos con exponente par)? — (z)*(ahora los exponentes son pares)’ W



2. Divisién y factorizaciéon de polinomios

2.1. Algoritmo de la divisién

Se tiene que VP(z),Q(z) 3C(x), R(x) tales que P(z) = C(z)- Q(z) + R
es menor que deg(Q). C(z) es el cociente y R(z) es el residuo. Si R(z) =
Q(x) | P(z), es decir, que Q(x) divide a P(x).

Para encontrar el cociente y el residuo, se puede implementar la divisiéon larga o el
algoritmo de Horner, popularmente conocido como divisién sintética.

) y deg(R)

(z
0 se dice que

2.2. Teorema del residuo y del factor

Existen varios teoremas y resultados que se pueden utilizar para hallar la factorizacion
de un polinomio. Estos, utilizados en conjunto con la divisién sintética, son muy utiles
para trabajar con polinomios.

Teorema del residuo. Sean a,b € R, a # 0. El residuo al dividir P(z) entre (az —b)
es P(2).
Demostracion: Por el algoritmo de la division, se tiene que P(z) = (ax —b)-C(x) 41,

donde r es una constante porque Q(z) = ax — b es lineal. Sustituyendo con £, P(2)

[(a)(2)=b]-Clz)+r=(0b—-b)-Cla)+r=P(2)=r.m

Teorema del factor. Sean a,b € R, a # 0. (az—b) es factor de P(z) <= P(%)=0.

Demostracion: “=" Se tiene que P(z) = (v — a) - C(z), es decir, r es cero, entonces
por el Teorema del residuo P(a) = 0.

“«<="Si P(a) =0, P(z) puede ser escrito como P(x) = (z — a) - C(z) porque por el
Teorema del residuo r = P(a) = 0. m

Corolario. Para todo P(x) con coeficientes enteros se cumple que

((L’—y) | P<$>_P(y)7 Conxuye(c
Es decir, existe un polinomio Q(z) con coeficientes enteros tal que
P(z) — P(y) = Qz)(z —y)

Note que si P(x) tiene coeficientes enteros entonces Q(z) también.

En estos dos teoremas, es muy tutil considerar el caso en el que a = 1, ya que se
estarfa trabajando con raices enteras.

Ejemplo 3.3.1. Sea P(z) un polinomio moénico con coeficientes enteros. Suponga
que existen cuatro enteros distintos a, b, ¢, d tales que P(a) = P(b) = P(c) = P(d) = 5.
Demostrar que no existe un entero e tal que P(e) = 8.

Solucion: Se define el polinomio Q(z) = P(z) — 5. Entonces,

Q(a) = P(a) =5=0=P(b) = P(c) = P(d)
Por el Teorema del factor,
Q(z) = (x —a)(z — b)(z — ¢)(z — d)A(x)
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Asuma que Je € Z tal que P(e) = 8. Entonces, P(e) —5 =8—5 =3 = (Q(e), es decir,
Q(e) = (e —a)(e = b)(e = c)(e = d)A(e) = 3

Esto indica que hay al menos cuatro enteros diferentes cuyo producto es 3. Este ntimero
tiene exactamente cuatro divisores (£1, +3), entonces obligatoriamente deben ser los que
se estan multiplicando, asi que se tiene que:

3=—1-1--3-3-A(e) =9-A(e) =< 1

Ejemplo 3.3.2. Sea P(z) un polinomio de coeficientes enteros. Si P(a) = P(b) =
P(c) = —1 para a, b, c € Z, entonces P(x) no tiene raices enteras.

Solucion: Note que P(x) = (z — a)(x — b)(z — ¢)Q(z) — 1 por el Teorema del factor.
Entonces, si dd € Z, por el mismo teorema, se tiene que:

P(d)=(d—a)(d—=0b)(d—c)Q(z)—1=0
—= (d—a)(d—=b)(d—0)Q(x) =1
No obstante, estos deben ser tres factores enteros diferentes de 1, pero 1 solo tiene

(£1), por lo que, por el Principio del palomar, es una contradiccion. B

Ejemplo. Factorice a?b + b%c + c?a — ab* — bc? — a®c, entonces al menos dos de a, b y
¢ son iguales.
Solucion: Se visualiza la expresion como un polinomio con variable a

P(a) = a®b + b*c + c*a — ab® — bc® — a’c

Por el corolario del Teorema del factor, se tiene que a — b | P(a) — P(b). Entonces,
podria ser interesante ver qué pasaria al evaluar P(b)

P(b) = a® + a’c + c*a — a® — ac® — a’c
=0.

Entonces, a—b | P(a)— P(b), por lo que P(a) = (a—b)Q(a). Usando division sintética,
se obtiene que
P(a) = (a —b)(a® — a(b+ c) + be)
Ademas, se tiene que a — ¢ | P(a) — P(c), entonces seria interesante encontrar P(c).
Q(c) = a® —a(a+b) + ab
=a*—a*—ab+ab
S =0.

Y utilizando la divisiéon sintética nuevamente se obtiene que

Pla)=(a—b)(a—c)(b—c). R

2.3. Algoritmo euclideano de la divisiéon

El concepto de maximo comiin divisor también se puede aplicar con polinomios en
Q[z], R[z]yC|x]. Se tiene que (P(z),Q(z)) = H(z) es el maximo comun divisor de P(z)
y Q(x) siy solo si:



= H(z) | P(z), Q)
» VK(z) tal que K(x) | P(z),Q(x) se cumple que K (x) | H(x)

Teorema 3.1.1. (P(z),Q(z)) = (Q(z), R(x)).
Demostracion: Se tiene que

P(z)=C(z) - Q(x) + R(x) (3.1.1)

= P(z) — C(z) - Q(z) = R(x) (3.1.2)

Ahora, (3.1.1) indica que cualquier divisor comun de Q(z) y R(z) debe también
dividir a P(z), ya que debe dividir ambos “lados” de la ecuacién. Analogamente, por
(3.1.2) se sabe que cualquier divisor comun de P(z) y Q(z) también divide a R(z).
Por lo tanto, debe ser también un divisor comin entre Q(x) y R(z), y se tiene que

(P(z),Qx)) = (Q(x), R(x)). =

Notese que, igual que con los nimeros enteros, también se puede utilizar el algo-
ritmo euclideano de la divisiéon con los polinomios.

Ejemplo 3.1.1. Determine (2% + 2% + 1, 22 + 1).
Solucion: Se aplica el algoritmo euclideano de la division:

P4+ +1=(+1)(2*+1)—x

2 +1=(—z)(-7)+1
z = (1)(z)
@41, 224+ 1) =1,

Teorema de Bézout. (P(x), Q(x)) puede representarse como una combinacion lineal
de P(x) y Q(z).

Demostracion: Por el Teorema 3.1.1., se puede escribir la expresion
Q(z) = Ci(z) - R(z) + Ra(z)

y se mantiene que (P(z),Q(x)) = (Q(z), R(z)) = (R(z), Ri(x)). Tomando esto en
cuenta y también que cada vez que se realice este paso los grados de los polinomios
decreceran, se puede afirmar que se llegara a una expresiéon de polinomios de la siguiente
manera:

By(1) = Ropa(2) - Coya(x)

y claramente R, (z) es divisor de R,(z), entonces (R,(z), Ru+1(z)) = Rpi1(x).
Por el Teorema 3.1.1., se puede trabajar “de atrés para adelante” y asi se concluye que
(P(2),Q(x)) = Rus1 (2).

Trabajando de manera analoga a cuando se aplica el algoritmo euclideano de la divi-
sidn con nuimeros enteros, se trabaja “de atras para adelante” y asi se llega a una expresion
en la que se representa (P(z),Q(z)) como una combinacion lineal de P(z) y Q(z). m

Ejemplo 3.1.2. Halle un polinomio P(x) que sea divisible entre 22 +1 y que P(x)+1



es divisible entre z3 + 2 + 1.
Solucion: Se pide que se hallen polinomios S(z) y T'(x) tales que

P(x) = (2* +1)- S(z)
Px)+1=(2®+2*+1) -T(z)

Entonces,
(22 +1)-S(z) = (@* +2° +1) - T(z) — 1
= (®+2*+1)-T(x) — (2 +1)-S(z) =1
Por el Ejemplo 3.1.1., se sabe que (z® + 22 + 1, 22 + 1) = 1, entonces se puede usar

el algoritmo euclideano para encontrar S(z) y T'(x), retomando el trabajo del Ejemplo
3.1.1. “de atréas para adelante™

1= (2> +1) +2(—x)
=+ 1) +z[(z®+2°+1) — (x + 1)(2* + 1)]
=@+ D[l —z(@+ )] +z(@®+2%+1)
=@ 22+ D — (2 +D@*+2-1)

X

Entonces, se puede tomar S(z) =2 +z— 1y T(x)=x,y

Px)=(* +1)(z* +2 - 1)
=2t 4 2d a1

2.4. Algoritmo de descarte de las raices racionales de un polino-
mio

Para evaluar més eficazmente las raices enteras de un polinomio de coeficientes en-
teros, se considera el teorema del cero racional en el que a = +£1 para obtener lo siguiente:

Teorema 3.4.1. Si m es una raiz entera de P(z),m ¢ {—1,0,1}, entonces m — 1
y m + 1 son divisores de P(1) y P(—1), respectivamente.
Demostracion: Se considera que

P(m)=0= ay = —a,m" — a,_1m" ' —aym?® —aym

y ademas que
P(1)  an+ap1+...+a+ag

m—1 m—1
para obtener que
p(1)  aptan1 4 +ay—aym’ —a,_ym" Tt — - —am® — —ay
m—1 m—1
(" =D 4 apa(m" =)+ Fag(m® = 1) +ai(m—1)
B m—1

Note que m — 1 | m* —1 Vk € Z*, entonces m — 1 | p(1). m + 1 | p(—1) se prueba
analogamente. m

Si un entero es raiz de un polinomio, su inverso aditivo también lo es. Combinan-
do esto con el Teorema 3.4.1., se obtienen los siguientes resultados:

>



»m—1|P(l)= —-(m—-1)=1—m| P(1).

» m+1|P(-1)= —(m+1)=—-—m—1] P(—1).
A su vez, de estos resultados se puede deducir que:
» mF1{P(xl) = P(m) #0.

» m+1t{P(xl) = P(—m) #0.

Tomando en cuenta lo anterior, se disena el siguiente algoritmo de descarte de las
raices enteras de un polinomio:

1. Factorizar para que a, = 1 y se descarten o no las raices -1, 0, 1, resultando
asi un polinomio Q(x) que es la parte del polinomio que aun falta por factorizar.

2. Encontrar todos los divisores positivos del término de Q(x).
3. Encontrar | Q(1) | y | Q(—1) |.
4. Organizar los niimeros en una cuadricula de la siguiente forma:

[ Q) | | Q1) |
dy | da | ds | ... |dr—2|dr—1| dr

le=1 L1

donde d; con 0 < i <7 es un divisor del término constante de Q(x).

5. Se descartan los divisores. Para esto se utiliza la siguiente simbologia: si hay una
diagonal \ sobre la casilla de d;, d; se descarta, y si la diagonal es *, se descarta —d;.
Las diagonales se trazan segiin estos criterios:

w di+ 14 P(—1) |V d;—11] P(1) | = se traza \ sobre la casilla que contiene a d;.
w d;— 14| P(—1) |V d;+ 11 P(1) | = se traza /" sobre la casilla que contiene a d;.

Ejemplo 3.4.1. Factorice p(x) = 228 + 5027 + 4825 — 225 — 5221 — 9623 + 222 + 48z
usando el algoritmo de descarte.
Solucion: Primero, es importante sacar el factor comin:

P(z) = 2x(z" + 252° + 242° — o* — 262° — 4827 + v + 24)
— P(z) = 27 + 252° 4 242° — 2* — 262° — 4822 + 2 + 24
Ahora, se deben valorar:

P(l)=1+25+24—1-26—48+1+24
=0

P(-1)=-1+25-24—1+26—48—1+24
=0



Entonces, 1 y —1 son raices de Pi(x), y realizando la divisiéon sintética se encuentra

que
Pi(z) = (z + 1)(z — 1)(2° + 252" + 252% + 242% — 1 — 24)

— Py(z) = 2° + 252 + 252% + 242% — v — 24
Nuevamente, se evaltuan
Py(1)=1+4+25+25+24—-1—-24
=50
Py(—-1)=—-14+25-25+244+1—-24
=0

Lo cual indica que —1 es una raiz de Py(z), y asi
Py(z) = (z — 1)(z + 1)*(z* + 242° + 2* + 232 — 24)
— Py(z) = 2* + 242® + 2 + 237 — 24
Se procede analogamente:

Py(1)=1+424+1+23—24
—25

Py(—1)=1-24+1-23—24
— —69

Entonces se puede proceder a aplicarle la segunda parte del algoritmo a P3(x). Los
divisores positivos de —24 se muestran a continuaciéon

25 25

69 69

Aplicando el paso 5, se obtiene lo siguiente:

25 25

69 69

Entonces, nada mas se evalian los siguientes valores de x:

P3(2) = (2)* +24(2)* + (2)* +23(2) — 24

=234
Py(—4) = (—4)* +24(—4)> + (—4)* +23(—4) — 24
= —1380
Py(—24) = (—24)* + 24(—24)% + (—24)* + 23(—24) — 24
=0



Esto quiere decir que la tnica raiz entera de P3(x) es —24, por lo que se obtendria
que
Py = (x4 24)(2® + 2> — 1)

Y entonces,

P(z) =2zP(x)
=2x(z — 1)(z + 1) Py(x)
=2x(x — 1)(z + 1)*Ps(x)
=2z(r — 1)(z+1)*(x+24)(2* + 2> —1). W

3. Fo6rmulas de Viéte

Si se tiene un polinomio cuadratico z? + az + ¢, con raices a; y g, este se puede
expresar y expandir de la siguiente manera:

P rartc=(r—a)(r—a)

2
=z° — (a1 + @)z + a1z
Comparando coeficientes se obtiene que
a=—(a;+ag), b=aja
Esto se puede aplicar analogamente a un polinomio cibico:

2* +ar? +br +c= (v — o) (r — )z — az)

=2° — (o + g + a3)2? + (s + ajos + apas)T — aanas
De lo que se obtiene
a = —(al + ag + 053), b= (lelOéz + ajag + 042043), C = —(1003

Ahora bien, existen relaciones similares con polinomios de grados mayores, que se
resumen en las siguientes formulas de Viéte:

Sean aq, g, ..., a1, &y, los ceros de P(x). En general, se cumple que:

(041+042+"'+O‘n—1+an:—(an_l)

an
Gn—2
an

Qg + Qa3 + -0+ Q1 + Q03 + Qg + -+ Qo + 0 Q1O =

A1 Q2 ... " Ap_1 * Oy = (_1)n(a_0)

an

\

Maés formalmente, se dice que:

Z (ai1 C Gy et Oyt &ik) = (_1)]{((742_:6)7 1<k<n
1< <i9<... <1 <n

Ejemplo 4.1. (3 OMCC 2016) El polinomio Q(z) = 23 — 212 + 35 tiene tres raices
reales diferentes, r, s y t. Encuentre a,b € R tal que el polinomio P(z) = 2* + az + b
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cumple en algun orden que P(r) =s,P(s) =ty P(t) =r.
Solucion: Note que por Viéte se tiene que

r+s+t=0
rs+ st +tr = —21
rst = —35
Se necesita encontrar a, b que cumplan con las siguientes condiciones:
> +ar+b=s
s24+as+b=t
t+at+b=r

Sumando estas tltimas tres ecuaciones, se obtiene que
P4+t talr+s+t)+3b=r+s+t
Y sustituyendo con la primera férmula de Viéte, resulta que
P48+t +3b=0

Si se toman la primera y la segunda formula de Viéete, se puede llegar a que

(r+s+1)°=0

r? 452+ 12+ 2(rs + st +tr) =0
r? 4 8%+ 17 =42

Esta nueva informacion se puede utilizar para llegar a que

424+3b=0
3b = —42
b=—-14

Ahora, note que se cumple lo siguiente:
r3 4+ ar? — 14r = sr
s3 +as? — 14s = ts
3+ at? — 14t =rt
Y sumandolo todo, obtenemos que
3 ar® — 14r + 8° + as® — 14s +* + at® — 14t = sr +ts +rt
PSP ta(r? + 8+t —14(s+r+t) =sr+ts+rt
4+ 5+ t3 420 = —21
Ademés, tenemos que
P+t —3rst=(r+s+t)(r*+2+t2—rs—st—tr)=0
r’+s° +t° =-105

Sustituyendo,
—105 + 42a = —21
42a = 84
a=2

Plz)=2*+2x—14. 1



4. Transformaciones de polinomios

El encontrar las raices racionales de un polinomio se puede facilitar mediante un
simple cambio de variable, y = x - a,, que genera un nuevo polinomio Q(y):

Qy) = ay 'P(L) = y" + (an1)y" "+ 4 (an)" a1y + (an)" ag

Note que si este polinomio tiene raices racionales, estas son necesariamente enteras
por el Teorema del cero racional, que se expondra en el préoximo capitulo.
Ahora, si se tiene un P(z) hay una manera de encontrar un polinomio Q(z) tal que

tiene como raices a —, - L_ L. Primero, se sabe que P<1/%> = 0, entonces se
7

define o et
Q(x) =P(2) = an(2)" + an1(2)" 4+ +ar1(3) + a

T

Multiplicando esto por 2™ se obtiene
Q(l’) =ap+ ap_1x+ -+ alxn—l + CL()JJ”

que es P(x) pero con los coeficientes “al revés”.
Similarmente se pueden encontrar los polinomios Q(z) cuyas raices son las de P(z)
pero multiplicadas por m. Se tiene que:

Q) = P(;7) = an()" + ana ()" 4+ + aa() + ao
Si se multiplica por m”", encontramos que
Q(x) = apz™ + map_1(x)" 1+ -+ m" layx + m"a

Estos son algunos ejemplos de como se pueden transformar los polinomios para en-
contrar otros que tengan raices que cumplan con cierta caracteristica ligada a las raices
del polinomio original. Hay muchas otras formas de hacerlo que pueden ser ttiles en pro-
blemas de polinomios.

Ejemplo 3.5.2. Se tienen los polinomios P(z) = 2° + 2> + 1y Q(z) = z* — 2.
Si ay, g, aig, iy, i son las raices de P(x), determine Q(a) - Q(ae) - Q(as) - Q) - Q(as).
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Solucion: Se expande el producto:

Qo) - ... - Qlas) = (af — 2)(a3 — 2)(a5 — 2) (o] — 2)(a5 — 2)
= (a3 — 2a7 — 205 + 4)(aza] — 2a; — 203 + 4)(az — 2)
= [(a?a3)(a2ar — 202 — 203 + 4
—2af(a3a] — 203 — 203 + 4)
—205(a3a] — 203 — 205 + 4)
+4(adad — 203 — 203 + 4)] (a2 — 2)

(2 2 2 2 2 2 9 2 2 9 2 2
= (ajosasay — 2050505 — 2050 + daja;

—208a30a] + 4adas + 4afal — 8ai
2 2 2 2 2 2 2 2
2 2 2 2 2
+ dazag — 8ai; — 8a + 16)(a; — 2)
202020202 — 202020202 — 202020202 + da2ala’

= Q3 Qy Qg — 20 Gy Q3Q5 — 200 Ay Oy 10205
2.2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
— 207050505 + 4o + dajagas — Sajag

— 205030503 + 4ajasai + dajaial — 8ajal
+da3aja; — 8azai — 8ajai + 1602
— 2ajasasal + 4afasas + dadazal — 8atas;
+4aiaza; — 8ajas — 8ajad + 1603

2 2 2 2 2 2 2 2
+ dosa505 — Sazas — 8agay + 1605

— 8a3aj + 1603 + 16a; — 32

= ajajazaial

—2(a?ajaial + alasaial + alaiaial + asaiaial + ajasaiad)
+ 4(0[%0(30% + a%agag + a%aiag + agagag + agaiag

+ azaiai + adasa; + ajasad + ajasal + asasal)

—8(afai + ajai + azai + ajai + ajas

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
+ ajas + ajag + azas + azag + azal)

+16(a3 + a3 + a3 + 16a; + 16a;)
— 32

Note que estas son las féormulas de Viéte, solo que corresponden a un polinomio cuyas
raices son el cuadrado de las raices de P(x). Entonces, mediante una transformacion, se
debe encontrar este polinomio para aplicarle las formulas de Viéte.

Sea y = /. Se define

H(y) = (y° — o)y — 3)(y° — a3) (¥ — o3)(y° — a3)
=W+a)(y—a) ... (y+as)(y —as)

=—[(-y) + ]y —a1) - .. - —=[(—y) + a5](y — as)
= (=1)°- P(—y) - P(y)
=—P(y)- P(-y)

Es importante acotar que, como y = /x, esto significa que todos los exponentes de
y en P(y) - P(—y) deben ser pares para que H(z) sea un polinomio. Sin embargo, en el
Ejemplo (*) ya se probo que P(y)-P(—y) solo tiene exponentes pares. Entonces, se puede
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proseguir.
H(y) =" +y* + 1)(=y" +y* + 1)
y10+y7+y5—y7+y4+y2—y5+y2+1)
y10+y4+2y2+1>
:ylo_y4_2y2_1

—(
—(

Entonces, H(r) = 2% — 2% — 2z — 1.
Por las féormulas de Viéte se tiene que

(S (2 <n)=0

1<iy
2 2\ _
(ail : aiz) - 0
1<i1<iz<n

> (a2.a2.a2):1

i1 12 i3
1<i1<i2<iz<n

3 (2 -of -..-af)=—2

1<i1<i9<...<i4<n

2 2 2\
> (af -ap, - -ai) =1
\ 1<i1<i9<...<i5<n

Por ende, se tiene que

Qon) - ... - Q(as) = 1 — 2(=2) + 4(1) — 8(0) + 16(0) — 32
=-23. 1

Ejemplo 3.5.3. Pruebe que el polinomio P(z) = z** — 2% 1 + 322" 2 — ... — 2nx +
2n + 1 no tiene raices reales.

Solucion: Se considera primero x < 0. Note que, como los signos de los términos
impares son negativos, al introducir un z negativo el término sera positivo. Ademas, los
x de los términos pares se elevan al cuadrado y por ende se vuelven positivos. Entonces,
para z < 0, P(z) > 0.

Ahora, se toma en cuenta nada mas x > 0. Para esto, se transforma P(x):

eP(z) =22 — 22" + 37 . 4 2n+ 12
Se le puede sumar esto a P(x) para obtener
zP(x)+az =2 =2 + 2" T+ +2n+1

1 + x2n+1
14w
Note que 1 + x y el lado derecho de esta ecuacion son siempre positivos, por lo que
P(z) también positivo cuando = > 0. Entonces, P(z) > 0Vz € R.
*. P(z) no tiene raices reales. B

= (1+2)P(x)=2x +2n+1

4.1. Fracciones parciales

Teorema de la descomposiciéon en fracciones parciales. Sea % una fraccion
racional tal que deg(P) < deg(Q). Existen fracciones algebraicas Fi, Fs, ..., F,._1, F, tales
que

P(z)
Q(x)

:F1+F2+...+Fr,1+Fr
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donde F; puede ser de cualquiera de estas dos formas:

Ai v Akl’ + Bk
(a;x + b;)m (aga? + b + cx )™

donde A;, a;,b;, Ay, Bi, ax, by, cr, € R, n;,my, € Z7 y cada a,z? + byw + ¢, tiene un
discriminante negativo.
Demostracion: La demostraciéon de este teorema se basa en dos lemas.

Lema 3.5.1. Si P(z) = %, con (T'(z),U(x)) = 1, entonces existen los polino-

mios V' (z) y W(x) tales que
Viz) W(x)
@) =i+
T(z) Uz
Prueba: como (T'(z),U(x)) = 1, entonces existen polinomios E(x) y F(x) tales que
l1=E(z) -T(x)+ F(x) - U(x)
y se multiplica esta ecuacion por S(z), se tiene que

S(z)=S8(x) - E(x) -T(x)+ S(x)- F(z) - U(x).

Dividiendo ambos lados entre T'(x) - U(x),

) U@ T@-U@ | T@) U@
S S E(@)  S)- F(z)
== U T v T(@)

Basta con tomar V(z) = S(z) - E(z) y W(x) = S(x) - F(x). D
Lema 3.5.2. Si A(z) = %, entonces existe un polinomio G(z) y para 1 < i < m
existen polinomios s;(x) con grados menores a Q(z) tales que
51<I> Sl(l’) Sm_l(l’) Sm(l’)
+ + +o +
Qx) Q)] Q)™= Q)™
Prueba: por el algoritmo de la division, se tiene que P(z) = Q(z) - Q1(z) + Ry(x).

Note que el grado de R;(z) es menor al de Q(z).
Ahora, dividiedo Q1 (z) entre Q(x), se obtiene un segundo cociente y residuo:

Plr) = Qx) - [Q(x) - Qa(x) + Ro(x)] + R ()
= [Q(@)]* - Q2(z) + Q(x) - Ra() + Ri(2), notando que deg(R) < deg(Q).

Dividiendo Qs(z) entre Q(z):

(
P(z) =[Q)] - [Q(x) - Qs(x) + Rs(x)] + Q(w) - Ra() + Ru(x)]
= [Q(@)]" - [Qu(2) + [Q@)] - Ra(x) + +[Q(2)]* - Rs(2) + Q(x) - Ra(w) + Ru(2)]
= [Q@)]" - [@m(x) + [Q@)]" "+ Run(2) + [Q@)]" " R () + .. + Q(2) - Ro(2) + Ru(x)]

Finalmente, al dividir entre [Q(x)]™ se tiene que

8

Bmla) | _Bsla
Qx) 7 Q@] Q@)™ T Q)]
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Ahora, basta con tomar G(z) = Qn(x) v si(z) = Rp—it1(z). O
Ya se puede proceder a la demostracion propia del teorema. Por el Teorema de los
factores lineales y cuadréticos irreducibles, se obtiene lo siguiente

i=1

Qz) = [H(aﬂ +bi)"

!
: [H(aka + brx + )%

k=1

donde para cada i, (a;x + b;) es un factor lineal real de Q(x) con multiplicidad p; y
por cada k, (axz®+brx+c) es un factor cuadratico irreducible de Q () con multiplicidad
de ¢i. Los a;,b; son distintos de los ayg, b,.. Se sabe que los factores lineales reales y los
cuadraticos irreducibles tienen como méximo comin divisor a 1, entonces el Lema 3.5.1.
permite decir que:

P@)_ M@

J
[T (aiz + b;)P: [] (arz? + brx + cx )%
i=1 E=1

B(x)

Notese que para cada i distinto, cada (a;x + b;)Pi es diferentes, entonces se aplica
el Lema 3.5.1 j — 1 veces para que la primera fracciéon de la expresion se convierta en
una suma de j fracciones. Para los términos con una fraccién con multiplicidad mayor o
igual que 2 en el denominador, se aplica el Lema 3.5.2 p; — 1 veces para obtener otras p;
fracciones. Se puede aplicar este procedimiento analogamente al segundo término de la
expresion original.

Es importante aclarar que el término G(x) del Lema 3.5.2 seria un polinomio 0, ya
que se asume que el grado de P(x) es estrictamente menor al de Q(z).

.. La fracciéon original se puede descomponer en una suma de fracciones puramente
algebraicas. m

Ejemplo 3.5.4. Descomponga la siguiente expresion en fracciones parciales

83 + 13x
x4+ 422 4+ 4

Solucion: El denominador se puede factorizar como (2% + 2)2. Por ende, se necesita

Ar+B Cx+ D 83 4+ 13
encontrar A, B,C'y D tales que ;g i 5 + (xjj2)2 = x‘fi- ZxQ f4. Si se multiplican

ambos lados por (2% + 2)?, se obtiene que

82° + 13z = (Az + B)(2* +2) + C2 + D

= 82° 4+ 13z = Az® + 242+ Ba> + 2B+ Cx + D
— 82° + 137 = A2® + Ba* + 2(2A+C)+ 2B+ D
Desde aqui se puede proceder comparando coeficientes. Primero se encuentra que que

A =8y B =0. Entonces,
2A+C=13=16+C=13=C= -3

2B+D=0=D=0
8x% + 132 Sz 3z

= — .n
zt+4a2+4 2242 (22 +2)2
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4.2. Ecuaciones reciprocas

Se dice que P(z) es reciproco si a; = a,_; Vi € N_,. Una ecuacion en la que se iguala
un polinomio reciproco a cero se denomina ecuacién reciproca. A continuacién algunas
de las propiedades de los polinomios reciprocos de primer tipo:

= P(x) es reciproco <= z"P(1) = P(x).

» Todo P(x) reciproco de grado impar es divisible entre x + 1 y su cociente es un
polinomio reciproco de grado par.

= Su m es un cero de la ecuacion reciproca P(x) = 0, entonces % también lo es.

Teorema 6.1. Un P(x) reciproco de grado 2n puede ser escrito de la forma P(x) =
2"Q(y), donde y =z + 1 y Q(y) tiene grado n.
Demostracion:

P(z) = apz® + a12®™ ' 4 ...+ ayz + ag
a1 @o
—1

= 2"(apz" + a2 + ..+ —)
" "

n n 1 n—1 1
= 2" [ao(z +ﬁ)+a1(x —|—xn_1)~|—...+an,1(x+5)+an]
= 2"[ao(y)" + a1 (y)" " + o+ poay + an)
= z"Q(y)
Ahora bien, si tenemos un polinomio ]5(:6) tal que a; = —a,—; Vi € N_,,, podemos

convertirlo en un reciproco haciendo lo siguiente:

= Si P(z) es de grado impar, entonces = 1 es una rafz. Al quitar el factor (z — 1),
el polinomio restante es reciproco de grado par.

= Si ﬁ(z) es de grado par, entonces © = 1 y = —1 son raices de este. Al quitar el
factor (z? — 1), el polinomio restante es reciproco de grado par.

Ejemplo 6.3. Resuelva la ecuacion 2° — 5z* 4+ 9z* — 92% 4+ 5z — 1 = 0.

Solucion: Se toma P(z) = x° — 5z* 4+ 923 — 922 + 52 — 1. Como este es de la forma
P y de grado impar. entonces se sabe que x = 1 es una raiz, y se encuentra por division
sintética que P = (z — 1)(z* — 423 + 5% — 4z + 1).

Se define
A(x) = 2t — 42 + 52 —dw + 1
1 1
=22 —4r+5—4(-)+ =
x°[x T+ <x)+:1:2]
1 1
:132[172"‘;—4(%—1-5)4—5]

Se procede con un cambio de variable

1
y=a+-
T

1
:>y2:x2+2+ﬁ
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1
— y2 — 2 — 1'2 + —2
T
Entonces

2 (y? — 2 — 4y +5)
2’(y — 4y +3)

=2y —1)(y - 3)
(22 =2+ 1)(2* = 3x + 1)

Por ende, se tiene que P(z) = (z — 1)(22 — x + 1)(22 — 3z + 1). Mediante el uso de la
1+ 1+
2@\/_ \/_} =

formula general se encuentra que = € {1,

5. Polinomios con coeficientes enteros o racionales

5.1. Teorema del cero racional
Teorema del cero racional. Sea g un numero racional en su forma méas simplificada.
P2 =0 < blag A ala,
Demostracion: Se tiene que
P2 =an()" + an1(B)" 4+ ar(R) + ao
Si se multiplica esto por a’, resulta que:
b + ap_ 10" ta+ ... + arba™t + aga®

— b(apb" ' + ap_1b" a4 ... + agba™ 4+ a1a™ ) = —apa”

Note que el lado izquiero de esta ultima ecuacion es divisible entre b. Ademés, (b, a) =
1, entonces b debe dividir a ag.
Reordenando (1), se tiene que

anb" = —a(an,_ 10"t + a,_ob" 2a + ... + a;ba"? + aga" )

Ahora, el lado derecho de la ecuacion es divisible entre a, y (b,a) = 1, entonces a debe
dividir a a,,. m

Corolario. P(2) =0 = (b — ak) es un factor de P(k) Vk € R.

El Teorema del cero racional implica que si el polinomio es ménico, es decir, si
a, = 1, entonces todas sus raices racionales son enteras.

Ejemplo 3.3.3. Sean a, b y ¢ nimeros naturales tales que:
ab(c + ab®) + (V¢ + a®) = b?c(a®c + b) + a(a®b + ¢*)

Demuestre que al menos uno de los niimeros a, b o ¢ es un cuadrado perfecto.
Solucion: Este problema se puede resolver facilmente mediante agrupacion. Sin em-
bargo, sirve para ilustrar algunos conceptos de polinomios.
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Se empieza organizando la expresion de manera que se pueda visualizar como un
polinomio de variable a.

abc + a?b® + A0 + a3 = a’v?P + be + aPb + ac®
=— a®c® — ®b + a’V? — a*b2? + abe — ac® + b2 — bie
= a*(¢® = b) + a®(b* — b*c®) + a(be — %) + b*c® — bPc =0

Por el Teorema del cero racional, es posible que a = b? sea una raiz, ya que divide al
término independiente, por lo que se realiza inspecciéon para comprobar que lo divide.

o] 2 3 29 3 2 :
Pl —b b= be—cE b — e

2

b?c? — b3 0 —bvA+bc

A =b 0 be — ¢ 0

Entonces,
(a—b*)[a(c> —b) —c* +bc] =0

(a—=b)[a(c® = b) = (*)(c* = b)] =0
(a—b*)(c* =b)a—c*)=0

Los tres casos serian los siguientes

a—0=0V A—b=0V a—c=0
—a=0V *=bV a=c

Es decir, alguno entre a, b y ¢ es un cuadrado perfecto. B

5.2. Propiedad de Campos

Como se vio en capitulos anteriores, un corolario del Teorema del factor es que

v —y| Px) - Py)

Ya se ha visto que este corolario funciona cuando x —y es un polinomio, pero también
es 1til saber que funciona con enteros a y b.

a—>b| P(a) — P(b)

es decir, se puede escribir
P(z) = (a —b)Q(x)

donde a — b es un entero.

Ejemplo (1 USAMO 1974). Sea P(z) un polinomio con coeficientes enteros. De-
mostrar que no existen enteros distintos a, b, ¢ tales que P(a) = b, P(b) =cy P(c) = a
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simultdneamente.
Solucion: Por el corolario del Teorema del factor, se tiene que

a—0b|P(a) — P(b)
a—c| Pla) — P(c)
b—c| P(b) — P(c)

Entonces,

a—blb—c
a—c|lb—a=a—cla—b
b—clc—a=b—cla—c

Se tiene que

a—b<b—-—c<a—-c<a-—->b
—a=b=c. N

5.3. (C) Criterios de irreducibilidad

Lema de Gauss. Si P(x) tiene coeficientes enteros y puede ser factorizado como el
producto de dos polinomios de coeficientes racionales, entonces P(z) puede ser factorizado
como el producto de dos polinomios con coeficientes enteros.

Demostracion:

6. Raices de polinomios

6.1. Pequena introducciéon a los nimeros complejos

Es evidente que la ecuacién 22 = ¢ no tiene soluciones reales para ¢ € R~. Por ende,
V/c pertenece al conjunto de los niimeros imaginarios (I).
Ahora, se tiene que

donde y/—c si es un nimero real. Esto introduce el simbolo i = v/—1, que se usa para
representar los niimeros imaginarios. En este caso, ¢ = diy/—c.

Existe un conjunto que contiene tanto a los niimeros reales como a los imaginarios,
denominado el conjunto de los niimeros complejos (C). A estos usualmente se les
representa con una z, y son de la forma z = a + b, con a,b € R. El conjugado de z es
2* =a —1b.

Re(z) = a es la parte real y Im(z) = b es la parte imaginaria de 2. Si a = 0,
entonces z es puramente imaginario, y si b = 0, z es real. Ademaés, se dice que dos
niameros complejos z; y 22 son iguales si y solo si Re(z1) = Re(22) A Im(2;) = Im(29).

Otra forma de visualizar los ntimeros complejos es la geométrica, usando el plano
de Argand, también conocido como el plano complejo, en el cual el eje x representa
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Re(z) y el eje y representa Im(z). z se puede visualizar como:

r = +v/a? + b% se conoce como la magnitud de z, representada como | z |. A su vez, z se
puede escribir usando razones trigonométricas: z =| z | (cos(8) + isen(0)) =| z | (cis(h)).
A esto se le conoce como forma polar.

El tema de los nimeros complejos es muy amplio, pero para este documento solo se
necesitan estas definiciones bésicas.

6.2. Teorema fundamental del algebra

Teorema fundamental del algebra (TFA). VP(x) da € C tal que f(a) = 0, es
decir, todo polinomio tiene un cero, o raiz, complejo.

Demostracion: La demostracion de este teorema es excelente, pero el margen es de-
masiado pequeinio para escribirlal.

Corolario. Tomando o) € C Vk € N_,, se tiene que cualquier polinomio puede ser
factorizado como

Px)=ay(z —a)(x —ag) - ... - (x — ap_1)(z — ap)

Si un factor aparece mas de una vez, decimos que ese factor tiene multiplicidad, lo
cual implica que hay menos de n ceros y que la suma de las multiplicidades es igual a n.
Mas formalmente,

k
P(z) = ap(x — )P (z — ag)?? - .- (. — agp—1)P* ' (x — a)P* con k,p, € N_, v Zpr =n

r=1

Teorema 3.2.1. El niimero de raices de un polinomio no constante es menor a su
grado. Si no se cumple, es porque el polinomio es constante e igual a cero.

Demostracion: Se procede por contradiccion. Asuma que P(x) tiene n+ 1 raices. P(z)

se puede dividir entre (z —a) y % resultara en un polinomio de grado n — 1. Si se con-

tinua de esta manera, se llegaria a un polinomio constante y xfofnﬂ también tendria que

ser un polinomio, lo cual evidentemente no es posible. =<« m

Teorema de la raiz compleja conjugada. Sea P(z) € Q[z], a,b € Qy /c €L Si
a + by/c es una raiz de P(z), entonces a — by/c también es una raiz.

Demostracion: Asuma que a+ by/c es una raiz y que b # 0 (porque sino es trivial que
se cumple el teorema). Se define

T(2) = [¢ — (a + bVe)|lx — (a — by/0)

= (r —a)® — b’

!Toda una comediante. La verdad es que la demostraciéon es muy avanzada para este texto.
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Utilizando el algoritmo euclideano de la division, se tiene que
P(r) = Q(z) - T(x) + R(x)

y como T'(z) es cuadratico, el grado de R(x) puede ser 1 6 0.
Asuma que R(z) = Cz + D, donde C, D son racionales porque P(z) € Q[x]. Se tiene
que:
P(z)=T(x) - Q(z)+Cx+ D

y si se sustituye z por a + by/c, se tiene por el Teorema del factor que

0=C(a+bye)+ D
= —D =C(a+bJc)
= C,D =0.

Entonces, P(z) = T(x) - Q(x). Tomando = = a — b /c,

Pla—by/e) = T(a—bye) - Qla — b/e)
=0

porque a — by/c es una raiz de T'(z).
.. por el Teorema del factor, a — by/c es una raiz de P(z). B

Teorema de la raiz compleja conjugada. Si P(z) € R[z|, el nimero complejo
z es un cero de P(x) siy solo si z* también lo es.

Demostracion: Se tiene que P(z) = 0. Usando las propiedades de las operaciones con
nimeros complejos, se tiene que:

P(z%) = ap(z")" + an_1(z*)" 7 + ... + a1 (2%) + ao
= an(2") F a1 (2" L+ ay(2)" +ag
= (an2™)* + (ap_12" N + ..+ (a12)" +ao
= (ap2" + ap_12" P+ a1z +ag)
=(P(2)"=0"=0.m
Ejemplo. (5 OMCC 2008) Halle un polinomio a P(x) con coeficientes reales tal

que (x +10) P (22) = (8¢ — 32) P (x + 6)

Para todo x real y P(1) = 210. Verifique que el polinomio encontrado cumpla las
condiciones.

Solucion: Se comienza evaluando los posibles ceros de los polinomios. Para empezar,
se toma x = —10, entonces

0 = [8(—10) — 32]P(—10 + 6)
— 0= (—112)P(—4)
= P(-4)=0
Lo cual implica que x + 4 es un factor de P(x). Ahora, se toma x = 4.
(4+10)P(8) =0
— 14P(8) =0
— P(8)=0

20



Lo cual implica que z — 8 es un factor de P(z). Entonces,
P(z) = (x +4)(z — 8)A(z), donde A(z) es un polinomio.
Por ende, se tiene que
P(2z) = 2z +4)(2z — 8)A(2x)
A P(x +6) = (x + 10)(z — 2)A(z + 6)
Sustituyendo en la ecuacion original:
4(x 4+ 10)(z + 2)(x — 4)A(2x) = 8(x — 4)(z + 10)(x — 2)A(z + 6)
= (x +2)A(2z) = (22 — 2)A(xz +6)
Ahora, se puede hacer lo mismo que se hizo con P(z) con A(z). Se toma z = —2.
0=2(—3)A(—2+6)
0=A(4)
Y también se puede tomar x = 2.
4A(4) =0
A4)=0
Entonces,

P(z) = (x +4)(z — 8)(x — 4)B(x), donde B(z) es un polinomio.

P(2z) = (2o +4)(2z — 8)(2x — 4)B(2x)
A P(x +6) = (x +10)(z — 2)(x + 2) B(z + 6)
Entonces, sustituyendo nuevamente, se tiene que
8(z 4+ 10)(x + 2)(z — 4)(x — 2)B(2x) = 8(x — 4)(x 4+ 10)(z — 2)(z + 2) B(x + 6)
— B(2x) = B(z +6)

En este momento es importante observar los coeficientes principales de B(2z) y B(x+
6), que serian z"2"a, y (x + 6)"a,, respectivamente. Note que, si n > 0, entonces los
coeficientes serian diferentes, por lo que la tinica opcion es que n = 0 y entonces B(z) es
de grado 0, es decir, constante.

Para encontrar el valor de B(x), se toma = = 1.

P(1) = (5)(=7)(=3)B(1)
= 210 = 105B(1)
= 2= DB(1)

— B(x) = 2.

Entonces, se tiene que
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6.3. Polinomios con coeficientes reales

Teorema de los factores lineales y cuadraticos irreducibles. Si P(z) tiene
coeficientes reales, entonces puede ser escrito como el producto de factores lineales y cua-
dréticos irreducibles, y la suma de los grados de estos factores es deg(P).

Demostracion: Note que si todas las raices P(x) son reales, entonces P(x) es tnica-
mente el producto de factores lineales.

Ahora, si algin «; es un niimero complejo no real, por el Teorema de la raiz conjugada
se puede emparejar con un «; que sea su conjugado. Entonces, se define o; = a +ib y
a; =a— 1b.

Los factores que contienen «; y «; son (x — o;)(z — o) = 2% — (o + o)z + oy =
z? — (2a)z + (a® 4+ b?)

La discriminante de esta expresion es

(2a)* — 4(a® + V?
= 4a® — 4a* — 4b°
= —4b* < 0, porque b # 0.

Esto indica que esta expresion cuadrética es irreducible. Entonces, simplemente se

toman todas las parejas de raices conjugadas y se multiplican, resultando en un polinomio

cuadratico irreducible. Ademaés, las raices reales se encuentran en factores que son lineales.
Esto basta para probar el teorema. m

6.4. Cotas de Cauchy

El proximo teorema es til al buscar ceros de polinomios, ya que da el intervalo en el
que pueden estar las raices reales.

Teorema de las cotas de Cauchy. Sea M = max{] 2 |,| & | . | “2=2 || 2= |}
n n " n

Todos los ceros posibles de P(x) se encuentran en el intervalo [—(M + 1), M + 1].
Demostracion: Queda como ejercicio para la persona lectora?.

Ejemplo. Sea P(x) = 2z* + 42® — 2*> — 6x — 3. Determine el intervalo que con-
tiene todos los ceros reales de P(x).
Solucion: Primero se debe encontrar M. Se tiene la siguiente lista:

las |=|2]=2
R T
bt = 1
!al\z\—6y:6z>:zl::g:3
il 313 = =

El mayor de estos es 3, asi que M = 3.
.. Todas las raices reales yacen en el intervalo [—4,4]. B

2Esto es una broma. La demostraciéon es muy avanzada para este texto.
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6.5. Teorema de signos de Descartes

Hay otra regla que es 1til para encontrar los ceros de un polinomio, pero primero se
debe definir una cosa.

Se escribe P(x) con las potencias de z en orden descendiente. Por ejemplo, P(z) =
3z — 423 + 222 + x + 4, Se dice que P(r) tiene k variaciones en el signo si el signo de
los coeficientes cambia k veces. En el ejemplo anterior, se tiene que

3t o4 o2t +r+4

y se senalan las veces que cambia el signo de positivo a negativo o viceversa, que son
las que indican la variaciéon. Hay dos cambios de signos, entonces el polinomio tiene dos
variaciones en el signo.

Ahora, se puede enunciar:

Regla de signos de Descartes. Si P(z) esta escrito con las potencias de z des-
cendientes, se tiene que:

» Si P es el namero de variaciones del signo de P(z), entonces el nimero de ceros
reales positivos (contando multiplicidad) es algin nimero de entre los siguientes:

(P,P—2,P—14,.}

= Si N es el nimero de variaciones del signo de P(—z), entonces el numero de ceros
reales negativos (contando multiplicidad) es algin nimero de entre los siguientes:
{N,N —2,N —4,...}.

Demostracion: es muy larga, por lo que no se incluird, pero puede encontrarse en
Internet.

Ejemplo. Sea P(z) = 2z + 42% — 2> — 62 — 3. Determine el niimero de ceros reales
de P(z).
Solucion: P(z) tiene una variaciéon en el signo:

20" +42° © 2 — 62 — 3
Entonces, P(z) tiene exactamente un cero real positivo.

P(—z) = 2(—2)* + 4(-2)* — (—2)* = 6(—2) — 3
= 22" 0 4a® — 2 ® 62 O 3.

P(—x) tiene 3 variaciones de signo, por lo que P(x) tiene 3 6 1 ceros reales negativos,
contando las multiplicidades. Il
6.6. Topicos avanzados

6.6.1. Raices de la unidad

El polinomio 2™ — 1 tiene como rafces a w,w',w?, ...,w™ donde w = cis(%X). Ademas,
w™ = 1. A estas se les llama raices n-ésimas de la unidad. Por ende, tenemos la
siguiente factorizacion:

= 1= (o= Do —w)@—w?) o (=)
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En el plano de Argand, los vértices de estas raices de la unidad forman un n-agono
regular.
Otra propiedad importante de w es que como
w'=1
—w'—-1=0
= (w—-DW" w2 wt1).=0

y como w # 1, entonces w™ !+ w2 4w+ 1=0.

Ejemplo 5.1. Sea P(z) = a* + 2® + 2 + x + 1 = 0. Determine el residuo de di-
vidir P(z%) entre P(z).
Solucion: Utilizando el algoritmo de division euclideana, se tiene que:
P(2°) = P(z) - Q(x) + R(x)
=10+ 2P + 20+ 2+ 1= (' + 2P+ 2P+ 2+ 1) Q) + R(x)
Sea w = cis(%). Si se evalta z = w se obtiene que
WO+ P+l = (WP WP w 1) Q2) + R(w)
= (W) + (W°)* + (W°)? + W’ + 1= R(z)
= 5 = R(x)

2

Si se evalia z = w?, se obtiene que

W)+ (W)’ + () +w’ + 1= (W +uw’ +w' +w’ + 1) Q(z) + R(z)
— (D +D+ (D) +1+1=( W Fw P+ F1)

= 5= (w'+w +w+w+1) Qx) + R(z)

— 5 = R(x)

Se procede de igual forma evaluando z = w?® y = w*, y entonces se obtiene dos veces
méas que 5 = R(x).

Ahora, se define T'(x) = R(z) — 5. Note por el algoritmo de la division euclideana
anterior que R(z) es cubico, entonces T'(x) también lo es. T'(z) tendria cuatro soluciones
(w, w? w3, wh), y como ya se vio, esto solo es posible si

T(x)=0VzeR= R(z) —5=0
= R(x) =5Vr eR

s el residuoes 5. A

Ejemplo 5.2. (5 USAMO 1976) Secan P(z), Q(x), S(x) polinomios tales que
P(2°) + 2Q(2°) + 2*R(2°) = (2* + 2 + 2* + v + 1)S ()

Pruebe que x — 1 es un factor de P(z).
Solucion: Sea w = cis(%’r). Se toma la ecuaciéon del enunciado y se procede como en

el ejemplo pasado, evaluando = = w,w?, w3, w?, v se obtiene que

P(1) + wQ(1) + w*R(1) = 0 (1)
P(1) +w*Q(1) + w*R(1) = (2)
P(1) +w*Q(1) + wR(1) = 0 (3)
P(1) +w'Q(1) +w?R(1) =0 (4)
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Se suman estas ecuaciones para obtener que
4P(1) — P()(w +w? + &’ + ) + Q) (w + w® + 0 + w) — Q(1)(w + w® + w* + w?)
+R(1) (w4 w4+ w® +wh) — RA)(w+w?+w® +wh) =0
= 4P(1) — P(1)(w + w® + w* +w?) =0
Note que

l+wtw+wd+wr=0
— wtw P+t =1

Entonces,

4P(1) — P(1)(~1) =0
— 5P(1) =0 (5)

Entonces, por el Teorema del factor, 1 es raiz de P(z).
~x—1|P(zx). N

6.6.2. Polinomios ciclotémicos

Se dice que ( es una de las raices primitivas n-ésimas de la unidad si se cumple
que

("=1AN("#1Vm<n

Teorema w” genera todas las raices primitivas n-ésimas de la unidad si (k,n) =1,y
por ende hay ¢(n).
Demostracion:

7. Polinomios simétricos

Un polinomio simétrico en dos variables P(xy,2z2) cumple que P(xy,z2) = P(xq,x7).
Los polinomios simétricos elementales en dos variables son:

021 =T +Y

B 0292 =2Y
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y ademas se tiene la suma:
sor =y + a8, keN

Cualquier P(z,y) simétrico puede representarse como un polinomio en términos de
02,1y 02,2. De hecho,

k k k—1 k—1 k—2 k—2
Sok = Ty + Ty = ($1 + ZEQ)(QSl + Ty ) — ($1£U2)($ + Yy ) = 02,15k-1 — 02252
Por lo tanto, existe la recurrencia:
520 = 2, $21 = 021,52k = 02,15k—1 — 0225k—1, k> 2.

Ejemplo 7.1. Sean z; y x5 las raices de la ecuacion x? — 62 + 1 = 0. Determine el
valor de 9 + z3.

Solucion: Bésicamente se necesita encontrar sg5 = 7 + 3.

Por la formulas de Viéte se tiene que:

0'271:ZL’1—|—(L’2:6

022 = T1X2 = 1
Se procede utilizando la relacién de recurrencia que se encontr6é previamente.

Sg90="06-521—520=6-6—2=234
Sp3="0"-529— 821 =06-34—6=198
52,4:6‘8273—8272:6'198—34:1154
Sg5 =0-824 — 823 =06-1154 — 198 = 6726

cox + x5 = 6726. B
Ahora bien, también existen los polinomios simétricos en tres variables, que cumplen

P(x1,$2,$3) - P L1,23,T2

Estos también tienen los siguientes polinomios elementales:
" 031 =21+ Ty + X3

® 032 = X172 + T1X3 + Tol3

® 033 = T1X273

y se tiene ademas la suma

sy =ah +ah + a2k keN

26



Cualquier polinomio simétrico en tres variables se puede escribir en términos de poli-
nomios simétricos elementales en tres variables:

o bk k= (o by b)) (T 2T 2E Y — (mym + 2yws 2w (22 22 4 bR
+ (2122w3) (2772 + 257° + a5 70)
=og1(@ T+ ab T 2l —osp(af TP a2l oo a(af TP+ b 4 )

= 03153 k-1 — 03,283 k—2 T 03353 k—3

2 2 2
con 839 = 3’ 831 = 031, S32 = X7 + Lo + i
2
= (21 + 29 + x3)° — 2(2122 + 2123 + T273)

2

Ejemplo 7.2. Factorice (z +y+ 2)* — (2 + y* + 2%).
Solucion: Se visualiza x = x1, y = x5 y 2 = x3. Primero, se encuentra

(333 + y3 + Zd) = 833 = 0371(0';1 — 20372) — 031032 -+ 30’373

3
= 0'371 — 30'3’1 . 0'372 + 30’3’3

Luego,

(2® +9y° +2°) = (2® +y* + 2°) = 05, — (051 — 3031 - 032+ 3033)

(03, 032—033)

[(z +y+2)(2y + 22+ yz) — 2yz]

(z%y + 222 + 2yz + 2y® + vyz + Yz + ayz + 22 +y2t — 1y2)
[zy(z +y) +azz(z+y) +yz(y + 2) + 22(y + 2)]

[(z +y)(zy + 22) + (y + 2)(y2 + 22)]
[(z+y) z(y+2)+(y+2) 2(x+y)
(z+y)(y+2)(x+2)

o
3
3
3
3
3
3
3

L@y ) — (@ ) =3 )y )+ ). B

P(z1, 9, ..., x,) es un polinomio simétrico si para toda permutacion  de {1,2, ..., n}
se tiene que P(x1, %2, ..., Tn) = P(Zr1), Tr(2)s s Tr(n))-

Es decir, si se intercambia cualquier pareja de variables, el polinomio sigue siendo
igual.

Los polinomios simétricos elementales en n variables son:

"m0, =21 +X2+ ...+,
® Op2 = X172 + 2123+ ... + Ty 17,

® Op3 = T1T2X3 + T1X2%4 + ... + Tp2Tp 1Ty

" Opn = T1X273...Tn
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7.1. Identidades de Newton

Como se vio en el Ejemplo XX, utilizando las féormulas de Viéte y los polinomios
simétricos se puede encontrar la suma de las potencias de las raices de un polinomio
cuadréatico P(z) = ax? + bx + c. Ahora, sean a; y ay raices de este polinomio, que se
toman como las variables de un polinomio simétrico. Se tiene la siguiente recurrencia:

k k
Sop = Qi + Q5 = 0218951 — O2252k—2 = (1 + Q2)Sa k1 + 10282 k—2

y por las férmulas de Viéte:

b c

k k
Sop =Qp + Qg = ——S2k 1 — —Sak 2.
a a

Esto ademas se puede aplicar a un polinomio ctibico P(z) = az® + bx? + cx + d, con
raices oy, ap v 3. Se tiene que:

k k k
83k = Q + Qg + Qg = 03153 k-1 — 03253 k—2 + 03353 k-3
= (a1 + a2+ a3)s3 -1 — (a2 + aas + a0s)s3 k-2 + (1 2Q3)S3 k-3

b c d

= ——83k—1 — —S3,k—2 — —S53,k-3
a a a

Ejemplo 9.1. Si las raices de P(r) = 2 + 32 + 4x — 8, entonces encuentre el valor
de
a?(1+a?) + b* (1 +b%) + A(1 + )

Solucion: Expandiendo,
a?(14+a*) + 1+ + 1+ F)=a’ +a* + 0 + b+ + ¢!
=+ P+ +a +or 4

= S32 + 834

y ahora se prosigue de la siguiente manera para encontrar los valores de

530 = 3

831 = —3

s30 = (a1 + ag)? — 2(anag + ajaz + asas)
= (=3)> —2(4)
—9-8
=1

83,3 = —3(1) —4(=3) = (-8)(3)
=—-3+12+24
=33

s34 = —3(33) — 4(1) — (—8)(-3)
=-99-4-24
= —127
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Entonces,

53,2 + 834 = 1—127
= —126

Las identidades de Newton sirven para generalizar estos resultados:

Demostracion: usa matematica universitaria, pero se puede consultar en | |.

Ejemplo 9.2. problema con identidades de newton
Solucion:

7.2. (C) Teorema fundamental de polinomios simétricos

7.3. (C) Sumas de potencias como bases

8. Herramientas de calculo

8.1. Teorema del valor intermedio y continuidad

Los polinomios son funciones continuas, lo cual significa, informalmente, que “su gra-
fica se puede trazar sin levantar el lapiz”. Por ende, el siguiente teorema es ttil para
trabajar con polinomios.

Teorema del valor intermedio. Si f es una funcion continua en [a,b] tal que
f(a) = f(b), entonces para todo d entre f(a) y f(b) existe ¢ € [a,b] tal que f(c) = d.

Demostracion: La demostracion de este teorema utiliza matematica universitaria, por
lo que se omitira en este texto.

Este teorema se puede utilizar para garantizar que existen soluciones para ciertas
ecuaciones con polinomios. Existen técnicas y algoritmos para encontrar estas raices, co-
mo el método de biseccidon, pero que en este texto no se exploraran.

Teorema 8.1. Todo P(z) de grado impar con coeficientes reales tiene al menos una
raiz real.

Demostracion: Sin pérdida de generalidad se asume que a,, es positivo, y si no, solo
se toma -1 como factor comun y se trabaja con —P(x).

Se toma un M lo suficientemente grande como para poder afirmar que P(M) > 0
y P(—=M) < 0. Por el Teorema del valor intermedio, existe un nimero real m tal que
—M <m < My P(m)=0, es decir, m es real y es raiz de P(z). m

Ejemplo 8.1. problema con tvi
Solucion:
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8.2. Uso de la derivada para raices miiltiples
9. Problemas

1. Resuelva la ecuacion (z — a)* + (z — b)* = (a — b)*.

2. Encuentre el residuo al dividir 1% — 225! + 1 entre 22 — 1.

3. El polinomio ax® + bx? + cx + d tiene coeficientes entero, con ad impar y bc par.
Demuestre que al menos una de las raices del polinomio es irracional.

Sean a,b € Z. Pruebe que el polinomio (z — a)*(z — b)? + 1 no es el producto de
dos polinomios con coeficientes enteros.

4. (B. Kukushkin, Rusia 1991, 11 grado) Los ntmeros reales «a, 8 satisfacen
a® —3a®+ba=1, B*-33>+53=5

Determinar o + 3.
5. Hallar todos los polinomios P(z) tales que xP(z — 1) = (v — 26) P(z).

6. (D. Monk, IMO 1975) Hallar todos los polinomios P(x,y) tales que satisfagan
las siguientes propiedades:

a) Existe un entero positivo n y ntimeros reales t, z, y tales que P(tz,ty) = t"P(z,y).

b) Para cualesquiera reales a, b, ¢ se satisface que P(b+c, a)+P(c+a, b)+P(a+b,c) = 0.

)P (1,0) = 1.

7. (3 ITAMO 1990) Sean a, b, ¢ nameros reales distintos y sea P(z) un polinomio
con coeficientes reales. Suponga que los residuos al dividir P(z) por (z—a), (x—b) y (z—c)
son a, by ¢, respectivamente. Encuentre el residuo de dividir P(z) entre (z—a)(x—b)(z—c).

8. (2 OIM 2019) Determine todos los P(z) con coeficientes enteros y grados mayores
a cero tales que para todo z se cumple que
P(r) = (z = P(0))(x — P(1))(z = P(2)) - (z = P(n—1))
9. (2 OIM 2014) Halle todos los polinomios P(z) con coeficientes reales tales que
P(z) = 2014 y, para algtin entero c:
zP(x —¢) = (z — 2014) P(x)
10. (A6 SL IMO 2013) Sea m # 0 entero. Encuentre todos los polinomios P(z)

tales que para todo z real:

(2 —ma® + 1)P(x + 1) + (2 + ma® + 1)P(x — 1) = 2(z° — mx + 1) P(x)

11. Pruebe que si a,b,c € Ry
a—b b—c a—c
+ =
a+b b+c a+c
entonces al menos dos de a,b y ¢ son iguales.
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10. Referencias

Teorema 7.1. Todo polinomio simétrico puede representarse como un polinomio en
términos de los polinomios simétricos elementales, o, y 0.

Demostracion: Los términos de la forma az*y* simplemente se representan como aok.
Para los términos bz'y”*, con 1 < k, P(x) contiene a bx*y’, entonces se ponen juntos y eso

resulta en:
ba'y® + byt = brly' (o7 + yF ) = bobsy

y Sk_1 se puede expresar en términos de 0, y 0 porque es parte de una recurrencia. m

31



	Introducción
	División y factorización de polinomios
	Algoritmo de la división
	Teorema del residuo y del factor
	Algoritmo euclideano de la división
	Algoritmo de descarte de las raíces racionales de un polinomio

	Fórmulas de Viète
	Transformaciones de polinomios
	Fracciones parciales
	Ecuaciones recíprocas

	Polinomios con coeficientes enteros o racionales
	Teorema del cero racional
	Propiedad de Campos
	(C) Criterios de irreducibilidad

	Raíces de polinomios
	Pequeña introducción a los números complejos
	Teorema fundamental del álgebra
	Polinomios con coeficientes reales
	Cotas de Cauchy
	Teorema de signos de Descartes
	Tópicos avanzados
	Raíces de la unidad 
	Polinomios ciclotómicos


	Polinomios simétricos
	Identidades de Newton
	(C) Teorema fundamental de polinomios simétricos
	(C) Sumas de potencias como bases

	Herramientas de cálculo
	Teorema del valor intermedio y continuidad
	Uso de la derivada para raíces múltiples

	Problemas
	Referencias

