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1 Potencia Punto

Sea C un circulo de centro O, y sea P un punto cualquiera en el plano. Sean [y y [y dos
rectas cualesquiera que pasan través de P, e intersecan a C en puntos Ai, By, Ay y Bo
respectivamente. En la figura se muestran los casos donde P estd fuera y dentro del circulo

C.
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En la primera figura, se puede observar que ZPByB; = 180 — LAsA1B; = ZA3A 1 P.
Similarmente /PB1Bs = /PAsA;. En la segunda imagen, se tiene la igualdad de angulos
ZAlAQP = ZAlAQBQ = ZAlBlBQ = ZPBlBQ y de manera anéloga ZA2A1P = ZBlBQP.
En ambos casos, se obtiene la semejanza de tridngulos APA1 Ay ~ APByBy. Tenemos por

tanto la igualdad ]P;g; = ]Izgf. Equivalentemente:

PA,-PBy = PAy- PBs.
Lo anterior se puede interpretar del siguiente modo

Teorema,/ Definicién 1.1. Sea C un circulo y P un punto cualquiera en el plano. Sea l una
recta cualquiera que pasa por P e interseca a C en dos puntos A y B. Entonces el producto
PA - PB no depende de la recta . A ese producto le llamamos la potencia punto de P con
respecto a C.

A pesar de que en la discusién anterior no consideramos el caso en el que P estuviera sobre
el circulo C, es claro que la potencia punto en tal situaciéon debe ser igual a cero. En efecto,



no importa cudal recta a través de P se considere, P coincide con alguna de las intersecciones
de dicha recta con C.

Por definicion, la potencia punto es una invariante asociada a un punto cualquiera y un
circulo dado. Encontrar invariantes es una de las técnicas mas utilizadas en problemas de
olimpiadas, de modo que cada vez que se note una, es importante prestarle atencién.

El siguiente ejercicio nos sera tutil mas adelante.

Ejercicio 1.2. En el contexto anterior, sea r el radio del circulo C y sea d la medida de PO.
Demuestre que le potencia punto de P con respecto a C es igual a |d? — r2|.

El problema anterior puede ser resuelto usando técnicas elementales, pero aqui presenta-
mos una forma alterna de pensarlo. Recomendamos al lector tratar de resolver el problema
de forma euclidiana antes de leer lo siguiente. Asumamos que P estd fuera de C. Sea T un
punto sobre C tal que la recta PT es tangente a C. Se puede pensar que la recta PT interseca
a C en el punto T dos veces. En efecto, todas las rectas a través de P que intersecan a C
de forma transversal lo hacen en dos puntos diferentes. La recta PT es un caso limite, y
por tanto el punto T' deberia pensarse como una intersecciéon doble. Para formalizar esto, se
necesita calculo y un poco de geometria diferencial, pero la idea es clara. La conclusién es
que la potencia punto de P deberfa coincidir con PT - PT = PT?. Como el tridngulo POT
es rectangulo, por Pitdgoras concluimos que PT? = OP? — PT? = d? — r2.

P

Pregunta 1.3. Dado un circulo C y un numero real k, cudl es el lugar geométrico de los
puntos que tienen potencia punto con respecto a C igual a k?



2 Ejes Radicales

Dados dos circulos en el plano, es natural preguntarse como la potencia punto con respecto a
un circulo se relaciona a la del otro. Por ejemplo, para cudles puntos en el plano la potencia
punto con respecto a uno de los ciculos es mayor que con respecto al otro. Para analizar este
tipo de preguntas, es claro que queremos tratar de entender cudles puntos en el plano tienen
la misma potencia punto con respecto a ambos circulos.

Teorema,/ Definicién 2.1. Sean C1 y Co dos circulos no concéntricos en el plano. El lugar
geométrico de puntos P que tienen la misma potencia punto con respecto a ambos circulos es
una recta. A esta recta se le llama el eje radical de C1 y Cs.

IS

Prueba. Sean O1 y Os, los centros y r1, ro los radios de C1 y Co respectivamente. Sea () el
unico punto sobre la recta 0105 tal que

01Q% — 02Q =12 — 2.

(Ejercicio: justifique por qué tal punto es tinico). Sea [ le recta que pasa a través de @ y es
perpendicular a O10s. Vamos a probar que [ es el eje radical de C; y Co.

En efecto, sea P un punto cualquiera sobre [. Como los tridngulos AO1QP y O2QP son
rectangulos, tenemos que

O01P? — 02P% = 01Q% + QP? — 0,Q% — QP? = 01Q° — 0,Q% = r? — 12
= 01P2 — T% = 02P2 — T%.

El ejercicio 1.2. implica que P tiene la misma potencia punto con respecto a C; y Cs.
Reciprocamente, sea P un punto cualquiera tal que la potencia P con respecto a C; es igual
a la potencia punto de P con respecto a Cy. Trace la recta a través de P que es perpendicular



a 0104, y sea @' la interseccién de dichas rectas. De forma andloga al razonamiento anterior
obtenemos que
OQ2—O QQ_OPQ_O P2_ 22
1 2" =01 7" =11 —T3.

Donde en la tltima igualdad usamos el ejercicio 1.2 de nuevo. Se concluye que Q' = @, y por
tanto P pertenece a (. O

Si los circulos C; y Co se intersecan en puntos A y B, es claro que tanto A como B tienen
potencia punto con respecto a ambos circulos igual a cero. Y por tanto el eje radical es la
recta que pasa a través de A y B. En la siguiente seccién abordaremos el caso cuando Ci y
Cs no se intersecan.

El siguiente teorema es la propiedad més importante de los ejes radicales.

Teorema 2.2. Sean C1, Co y C3 tres circulos en el plano tales que sus centros no son colineales.
Sean l1, la y 13 los ejes radicales de Co y Cs, de Cy1 y Cs, y de C1 y Co respectivamente. Entonces

l1, la y ls concurren.
2
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Prueba. Como los centros de las circunferencias no son colineales, entonces l1 y lo concurren
en un punto K. Como K pertenece a [y, por definicién tiene la misma potencia punto con
respecto a Cy vy C3. Como K pertenece a [y, tiene la misma potencia punto con respecto a Cq
y C3. Se concluye que K tiene la misma potencia punto con respecto a C; y Ca, entonces K
pertenece a l3. Por lo tanto K es el punto donde I, I y I3 concurren. O
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3 Ejemplos

En esta seccién resolvemos algunos ejercicios usando las técnicas que desarrollamos hasta
ahora.

Ejemplo 3.1. Construya usando regla y compas el eje radical de dos circulos S1 y Ss.

Solucion. Tracese dos circulos cualesquiera S3 y Sy de forma que ambos intersequen a S7 y
S9. Sea P la interseccién de los ejes radicales de S7 y S3, y de S3 y S2. Note que estos
ejes radicales pueden ser trazados porque cuando dos circulos se intersecan, el eje radical es
simplemente la linea que une las intersecciones. El punto P tiene que estar en el eje radical
de S1 y S5. Se hace lo mismo con Sy, para producir un segundo punto @, distinto de P, que
pertenece al eje radical de S7 y So. La recta PQ debe ser el eje radical de S1 y Ss. O



Ejemplo 3.2. (Teorema de la mariposa). Sea M el punto medio de una cuerda PQ contenida
en un circulo C. Sean AB y CD otras cuerdas que pasan por M. Sea X la intersecciéon de
ADy PQ,y Y lainterseccién de CB y P(Q. Entonces M es el punto medio de XY

N

X B

Prueba. Sea B’ la reflexién de B con respecto a M y C' la reflexién de C' con respecto a
M. Como M es el punto medio de CC’" y de BB’, entonces BCB'C’ es un paralelogramo,
y por tanto /BB'C' = /B'BC. Como también es cierto que /B'BC = ZADC, concluimos
que LAB'C' = ZADC', y por tanto el cuadrildtero AB’DC" es conciclico. Llamemos C; a la
circunferencia que lo circunscribe.

Por otro lado, M es el punto medio de PQ y de CC’, por tanto PC'QC es un paralelo-
gramo. De aqui concluimos que ZPQC’ = ZQPC'. De los paralelogramos que mencionamos
antes, se tiene que B'C’'//BC, pero ademés como M es el punto medio de B'B y de PQ,
entonces B'PBQ es un paralelogramo y B'P//BQ. Concluimos que ZC'B'P = Z/CBQ. Pero
también es cierto que ZCBQ = ZCPQ, por tanto ZC'B'P = /PQC’. Esto implica que el
cuadrilatero B’PC’'(Q es conciclico. Sea Cs la circunferencia que lo circunscribe.

Los circulos C y C; se intersecan en A y D, por tanto AD es el eje radical. A su vez C y
Cy se intersecan en Py @, por lo que este es el respectivo eje radical. Por su parte C; y Co
se intersecan en B’ y C’. Por el teorema 2.2. concluimos que AD, PQ y B'C’ concurren. Es
decir, que X pertenece a la recta B'C".

Finalmente, XC'//YC y MC = MC". Por tanto AXMC" = AYMC, de donde XM =
Y M, como se queria. O



4 Ejercicios

Todos los ejercicios a continuacién, menos el dltimo, fueron tomados de “Un recorrido por la
geometria”, de Germéan Rincon. Le agradezco a German Mora por ponerlos todos juntos.

1.

Sean A, B, C'y D cuatro puntos tales que ABNCD = Py PA-PB = PC - PD.
Demuestre que ABC'D es un cuadrildtero conciclico.

. Sean 57 y S dos circulos y sea O la interseccién de las tangentes externas comunes a S7

y So. Demostrar que la potencia punto de O con respecto a cualquier circulo tangente
externamente a S7 y S9 es constante.

. Sea S un circulo y sean A y B dos puntos. Una recta variable a través de A corta a S

en M y N. Demostrar que los circuncirculos de los triangulos AM N B pasan por otro
punto fijo distinto de B.

. En un tridngulo AABC, sea [ el incentro y sean X, Y y Z los puntos de tangencia del

incirculo con BC, AC'y AB respectivamente. Larecta AX corta al incirculo nuevamente
en P, y la recta Al corta a YZ en (). Demostrar que X, I, Q y P estan sobre una
misma circunferencia.

. Dos circulos son tangentes internamente en un punto P. Una cuerda AB del circulo

mayor es tangente al circulo menor en ). Demostrar que PQ es la bisectriz de ZAPB.
(Nota: Este problema se puede hacer “cazando angulitos”, pero trate de resolverlo
usando potencia punto. Recuerde el enunciado del teorema de la bisectriz interna).

. Desde un punto del eje radical de dos circulos se trazan secantes a los dos circulos.

Demostrar que los cuatro puntos de corte estdm sobre una misma circunferencia.

Dados dos circulos, los puntos P son tales que la suma de las potencias de P con respecto
a los dos circulos es una constante. Demostrar que dichos puntos P se encuentran sobre
un circulo.

. Sea. ABC D un cuadrilatero conciclico cuyas diagonales AC' y BD son perpendiculares.

Sea O el circuncentro de ABC'D, K la interseccién de las diagonales y L # O la
interseccion de las circunferencias circunscritas a AOAC y AOBD, y G la interseccién
de las diagonales del cuadrildtero cuyos vértices son los puntos medios de los lados de
ABCD. Probar que O, K, L y G son colineales. (OIM 2010, problema 5).



