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1 Introduccion

La induccién (o induccién empirica) es el proceso de descubrimiento de leyes generales mediante
la observacién y combinacién de situaciones particulares, [2]. El grado de validez con el que la ley se
establece depende del nimero de observaciones y confirmaciones. Este tipo de razonamiento inductivo
a menudo es convincente; la prediccién de que el sol va a salir manana por el este es tan cierto como
cualquier otra afirmacién, pero el caricter de este enunciado no es el mismo de un teorema que se
demuestra por un razonamiento matematico o estrictamente légico, [3].

En una manera diferente, la induccién matematica se usa para establecer la veracidad de un teorema
matematico para una cantidad infinita de casos. La confirmacién de una ley general para una cantidad
finita de casos, no importa qué tan grande sea la cantidad, no provee una prueba para la ley en el
sentido matemaético riguroso de la palabra, incluso si no se conoce ninguna excepcién en el momento.
Tal ley solo permaneceria como una hipdtesis razonable, sujeto a modificaciones de los resultados de
futuras experiencias, [3]. Varios casos conocidos son los siguientes.



1.1 Conjeturas con contraejemplos grandes
1.1.1 Conjetura de Euler de la suma de potencias

En un intento por generalizar lo que hoy conocemos como el ultimo teorema de Fermat, en 1769
Leonhard Euler conjeturd que si la ecuacién

af +ak + ... +a =",

tiene soluciones en enteros positivos, con k,n > 1, entonces n > k. Un caso particular de esta
conjetura es que la ecuacién a* + b* + ¢* = d* no tendria soluciones en enteros positivos. En 1986,
Noam Elkies encontré un método para generar infinitas soluciones a esta ecuacién. La soluciéon maés
pequena que encontré fue a = 2682440, b = 15365639, ¢ = 18796760, d = 20615673. Siguiendo el
método de Elkies y usando computadoras, en 1988, Roger Frye determiné que a = 95800, b = 217519,
c = 414560, d = 422481 es el contraejemplo més pequenio, ademéas de ser el tinico cuyas variables son
todas menores a 1000000, [7].

1.1.2 Ecuaciones de Pell

Es facil ver que la expresién n? + 1 no es un cuadrado perfecto para ningin entero positivo n. Se
pueden considerar variaciones de esta expresién, del tipo dn? + 1, donde d es un entero positivo libre
de cuadrados, y preguntar por la posibilidad de que este nimero sea un cuadrado perfecto. Para algunos
casos pequenos, d = 2,3,5,6,..., se pueden encontrar facilmente algunas soluciones. Para d = 61 la
btisqueda puede resultar abrumadora y nos puede llevar a conjeturar que la expresién 61n2 4+ 1 nunca
es un cuadrado perfecto. Sin embargo, si existe una solucién, pero el primer valor de n que hace que la
expresion sea un cuadrado perfecto es n = 226153980. Otros ejemplos cuya solucién minima es grande
son 10902 + 1 (n = 15140424455100) y 991n? + 1 (n = 12055735790331359447442538767). Quiza
sorprendentemente, la teoria de las ecuaciones de Pell establece que para todo entero positivo d, libre
de cuadrados, existen infinitos enteros positivos n para los que dn? + 1 es un cuadrado perfecto, [4].

1.1.3 Polinomios generadores de primos

En 1752, Christian Goldbach demostré que no es posible que un polinomio con coeficientes enteros al
evaluarse en valores enteros dé por resultado inicamente valores primos. Sin embargo, hay expresiones
sencillas que dan valores primos para una cantidad grande de entradas. Por ejemplo, en 1772, Leonhard
Euler encontré que la expresién n? — n + 41 es un primo para todos los enteros no negativos menores
que 41, [13].

1.1.4 Numeros de Fermat

En 1650, Pierre de Fermat conjeturé que los nlimesros de la forma 22" + 1 son primos. En 1732,
Leonhard Euler refuté esta hipdtesis notando que 22 + 1 = 4294967297 = 641 - 6700417, [9)].

1.2 Conjeturas con mucha evidencia y sin un contraejemplo conocido
1.2.1 Conjetura de Goldbach

Christian Goldbach conjetur6 en 1742 que cualquier entero par mayor que 2 se puede escribir como
suma de dos niimeros primos. Hasta el 2013, este problema se habia verificado para n < 4 x 10'%. Un
problema relacionado es la “conjetura débil”, que establece que todo nimero impar mayor que 5 es
sumas de tres nimeros primos. La conjetura débil fue demostrada en 2013 por el matematico peruano
Harald Helfgott, [10].

1.2.2 Conjetura de Collatz

En 1937, Lothar Collatz conjeturé que al realizar el siguiente proceso una cantidad finita (quizds muy
grande) de veces siempre se va a obtener el niimero 1: para todo entero positivo n, se toma su mitad



n/2 sin es par o 3n+1 si n es impar, y se repite este proceso. Hasta el 2017, esto habia sido verificado
para n < 87 x 260 [11].

2 Principio de Induccién Matematica

Empezamos con un ejemplo sencillo: consideramos los ntimeros impares positivos
1, 3,5, 7,9, ...,

y podemos preguntar cudl es una férmula que los describe; es decir, si denotamos al n-ésimo impar
por i,, entonces queremos expresar i,, como una férmula de n. Por ejemplo, tal vez la férmula para
todo n sea i, = n2 —n + 1. Esto lo podemos recolectar como una sucesién infinita de proposiciones
{]317 PQ, .. }

P 1=12-1+1,

Py: 3=22-241,

P3 : 5 = 32 - 3 + 1,

P,: i,=n?>—n+1,

El objetivo de la induccién es hacer valida una sucesion infinita de proposiciones como la anterior. El
mecanismo para hacerlo consiste en los siguientes dos pasos:

1. Demostrar que la primera proposicién P; es cierta; a esto se le conoce como el paso basico.

2. Probar que la proposicién Py implica Py para todo entero positivo k. Llamamos hipétesis
inductiva el asumir que la proposicién Py es cierta, y tesis inductiva a la proposicién Py
que hay que demostrar.

El principio de la induccién matematica se deriva del hecho que para todo entero positivo k existe un
siguiente elemento k + 1, y por lo tanto cualquier entero n (y por tanto la proposicién P,) puede ser
alcanzado después de un niimero finito de pasos, empezando desde el paso bésico, [3].

Este principio se puede visualizar mediante el ejemplo de las fichas de domind. Suponga que se tiene
una infinidad de fichas de dominé (colocadas verticalmente) de manera que si una ficha cae, esta hard
caer a la siguiente. De esta manera, al derribar la primera ficha todas las demads caeréan.

También se puede pensar en que lo que se intenta mediante la induccién es llegar a cualquier entero
positivo n a partir de una sucesiéon de pasos; es decir, poder “barrer” o recorrer todos los nimeros
naturales de esta manera. Esta idea, aunque es bastante intuitiva, ayuda a visualizar el principio, el
cual no se reduce al mecanismo descrito anteriormente.

2.1 Foérmula para los impares

Volvemos al sistema anterior de proposiciones: vemos que P; y P, son verdaderas, pero Ps no lo es.
En efecto, 32 =3+ 1 =171y 5 # 7. Por lo tanto, la férmula 4,, = n? — n + 1 no puede ser cierta para
todo n. Dado que los impares saltan de dos en dos, podemos conjeturar que i,, = 2n — 1. Vamos a
demostrar por induccién que esto es cierto.

Iniciamos con el paso basico. Este dice que el primer impar, es decir 1, es igual a 2-1 — 1. Esto es
cierto porque 2-1—1=1.

Ahora, suponemos que el resultado es cierto para k, es decir, suponemos que i, = 2k — 1. La tesis
inductiva a demostrar es que ixr; = 2(k+ 1) — 1. Ahora, sabemos que los nimeros impares iy € ix41
se relacionan mediante ix4+1 = i + 2. Por lo tanto, usando la hipétesis inductiva concluimos que

i1 =ie+2 " 2k —1) +2=2(k+1)—1,

que es lo que queriamos demostrar.



2.2 Suma de los primeros n impares

Consideramos ahora el problema de encontrar una férmula para la suma de los primeros n impares
positivos.
Ejercicio. Calcule las sumas 1, 14+3, 14+3+5, 1 +3+5+7, .... Sorpréndrase. Conjeture una

formula para la suma.

Denotamos a la suma de los primeros n impares por s,. Seguramente, al realizar el ejercicio anterior
usted encontré que s, = n2. Vamos a demostrar el resultado por induccién.

Tenemos que s; = 1 y 12 = 1, por lo tanto el paso basico se cumple. Suponemos ahora que el
resultado es cierto para k, es decir, s, = k?. La tesis inductiva a demostrar es que s;1 = (k + 1)2.
Ahora, sabemos que las sumas s y spy1 se relacionan mediante sg11 = si + ix41, donde igy1 es el
(k + 1)-ésimo impar. Por un resultado anterior sabemos que i1 = 2(k +1) — 1 = 2k + 1. Ahora
podemos usar la tesis inductiva para obtener que

Sha1 =Sk + ikt = k4 (2k+1) = (k+1)2,

que es justamente la tesis inductiva que habia que probar.

3 Otros tipos de inducciéon matematica

La idea principal de induccién es la de ir “barriendo” todos los nimeros naturales. Aunque los
siguientes principios necesitan una demostracién rigurosa, estos son intuitivamente claros y por el
momento vamos a limitarnos a describirlos.

3.1 Principio de induccion fuerte

La validez de una sucesion infinita de proposiciones P, Ps, ... se garantiza si sucede lo siguiente:
1. La primera proposiciéon P; es cierta.
2. Las proposiciones Pi,...,P implican P11 para todo entero positivo k.

Es importante mencionar que muchas veces no es necesario usar todas las proposiciones anteriores para
concluir la siguiente. Regresando a la analogia de las fichas de domind, consideramos la situacion en
que los dominds tienen un resorte que les evita caer facilmente y que estos resortes son mas fuertes
cada vez. El dominé n no sélo requiere la fuerza de su vecino mds cercano, sino de todos (o algunos)
de las fichas anteriores para caer, [5].

3.1.1 Férmula explicita para la sucesién de Fibonacci

Presentamos este ejemplo de manera ilustrativa, aunque el resultado en principio resulta enigmatico.
Cuando se cubran las lecciones de Sucesiones recurrentes se vera que no hay razén para el misterio.

Considere la sucesién de Fibonacci definida por F} = F» = 1y F, 12 = F,41 + F,, para todo entero
n > 1. Los primeros términos de la sucesién son

1, 1, 2, 3, 5, 8 13, 21, 34,....

La férmula de Binet, que da explicitamente el valor de la sucesiéon de Fibonacci, establece que

1
F, = —(a" - "),
\/5( )
donde a = (1++/5)/2y B = (1—+/5)/2. El método de induccién en este problema va a ser ligeramente
diferente de los casos anteriores, pero al final notaremos que aun mantiene la idea principal. Antes



de empezar con el problema, es conveniente visualizar el tipo de induccién que usaremos. Aunque
posiblemente no sea la unica forma de demostracion, el principio de induccién fuerte resulta una
buena opcién pues conociendo la férmula para F,, y F, 11 y la relacién de recurrencia, podriamos en
principio calcular directamente F}, ;2. El principio “estandar” no resulta tan 1til pues en la relacién de
recurrencia se observa que se ocupan de dos términos anteriores para calcular el siguiente, de manera
que usar como hipétesis inductiva una sola proposicién no va a ayudar a demostrar el problema.

Ahora, si se utilizara la induccién fuerte seria necesario asumir la igualdad por lo menos para los dos
valores anteriores. Esto implica que para el paso basico hay que verificar que la relacién para F; y
F5 se cumplen. En estos casos se tiene que

1 1 (1+V5 1-V5\ 25
(a—ﬂ)—\/g< 9 T 9 >_2\/5_17

1 (o — 8%) 1 (6—1—2\/5 6—2\/5) 445 )

—_— a — = —_— _ = =

V5 V5 4 4 4v/5

Por lo tanto, en ambos casos se cumple la igualdad. En este caso la hipétesis inductiva consiste
en asumir que para todos los enteros k < n se cumple la férmula para Fj, y la tesis inductiva

corresponde a demostrar que

1
Frnp = ﬁ(anﬂ - ﬂ”“),
para n > 2. De la definicién de la sucesién y la hipdtesis inductiva tenemos que
def a1 1 B B
Fopt & Byt Pt " — (0" = 87 + [0 = 571)).

V5

En este momento es posible que no tengamos idea de cémo concluir la inducciéon. Podemos trabajar el
resultado de “atras para adelante”, reduciendo el problema mediante una serie de equivalencias, para
ver como logramos concluir el resultado. En nuestro caso hay que demostrar que

%(anJrl 7Bn+1) _ %([an 7ﬁn] + [anfl 7ﬂn71]) — anJrl 75n+1 — (an 7571) + (anfl o anl).

Ahora, resulta una opcién natural agrupar las potencias de « y 8 por separado, de manera que hay
que probar que
(O["+1 —a = an—l) _ (Bn-i-l _ Bn _ Bn—l) =0.

Ahora, podemos observar que t"t1 — ¢ — =1 = ¢n=1(32 — ¢ — 1)y concluimos el resultado al notar
que a y 3 son las soluciones de la ecuacién > —t — 1 = 0.

3.2 Induccién de Cauchy

Otra manera de validar una sucesién infinita de proposiciones Py, P,,... se puede alcanzar si se de-
muestra lo siguiente:

1. La primera proposicién P; es cierta.
2. La proposicién Pj implica Py para todo entero positivo k.
3. La proposiciéon Py implica Px_; para todo entero k > 2.

Este tipo de induccién es un poco diferente a las dos anteriores por el hecho de que una proposicién
implica otra mucho més “adelantada” y que también implica la anterior y no directamente la siguiente.
Sin embargo, es facil concluir que Py si implica Py41 de una forma indirecta: si Py es cierta entonces
Py también lo es, y de esta forma Pai_1, Pop_o, ... también lo son. Puesto que 2k > k + 1 para todo
entero positivo £ en algiin momento se va a obtener que Py es cierta.



3.2.1 La desigualdad de la media aritmética y geométrica

El siguiente ejemplo es un resultado fundamental en la resolucién de desigualdades y establece una
relacién entre las medias aritmética y geométrica. Esta demostracion se le atribuye a Cauchy, [5], y la
parte ingeniosa de la prueba es que Py41 implica Pj.

El enunciado establece que la media aritmética es mayor o igual que la geométrica, es decir, si x1,...,x,
nuimeros reales positivos. Entonces se cumple que

1+ ... +x,
n

> YTy .. Ty

El caso para n = 1 es claramente cierto, pero no es interesante, ni nos va a ser util. Vamos a empezar
con n = 2 para paso bdsico, es decir, hay que probar que (z1 + 22)/2 > \/Tix2. La desigualdad
anterior se puede reescribir como x1 — 2\/x1x3 + o > 0. Esta tltima expresion es cierta pues

Ty — 2/T103 + x9 > (\/T1 — /T2)? >0,

y con esto concluye la demostracién del paso basico. Suponemos ahora la hipétesis inductiva, es

decir, que
1+ ...+ Ty

n

> YT .. T,

para cualesquiera n reales positivos. El primer paso de la tesis inductiva consiste en demostrar que

P, implica P,,, es decir, que
xr1+ ...+ 22,

> Wry...x
m el 1 2n

para cualesquiera 2n reales positivos. El lado izquierdo se puede reescribir de la siguiente forma,

T4 AT (T 2n) + (T o 20) _1<x1+...+xn+xn+1—|—...—|—m2n>

2n o 2n ) n n

Usando la hipétesis inductiva para cada uno de los grupos de n reales positivos resulta que

>
2n 2 -

1+ ...+ Ton 1/x1+...4+2n Tpy1+...4+2x9, )\ HI.
12_( 1 4+ ntl 2 ) (V1. Tp+ YTpi1.. Ton)-

1
n n 2

Usando el resultado del paso bésico, (a + b)/2 > Vab, se sigue que

1
i(c/ml...xn—i— YTpt1 .. Ton) = \/{‘/xlxn Y Tni1 - Tan = X/T1. .. Ton.

De esta forma concluimos que
1+ ...+ oy

> 2xq .. . Ton,
2n

que es una de las partes de la tesis inductiva. Para la segunda parte de la tesis inductiva, hay que

demostrar que
T 4+ ...+ Tp—1

n—1

> nYry o Ty,

La observacion fundamental en este momento es que si, en un promedio, uno de los términos es igual
al promedio, entonces el promedio de los demés es igual al anterior. Podemos usar esto tomando

Tp = "Y/X1...%p_1, y Obtener que
n —n n—1 — 4/ n=d n — n-1
YTL .. Tpy_1Tn = \/xl...xn,l VT .. Tyl = \/ V(. xpo)t = YTy T

De esta forma, la hipétesis inductiva, con x, = »~Vx1...%,_1, implica que

1+ ... +2Tp—1+ "Yr1... 201 HI
> n

n

VL1 X1

Luego de multiplicar por n y reacomodar los términos, concluimos facilmente la tesis inductiva.



4 Problemas

Los libros [I], [6] v [5] contienen una buena cantidad de problemas en induccién.

Problema 1 ([12]). Considere la afirmacion “En un conjunto finito de caballos, todos tienen el mismo
color”. Procedemos por induccion sobre el nimero de caballos. El caso base n = 1 es claro. Suponemos
que el resultado es cierto para n. Para n+ 1, dividimos los caballos en los primeros n y los ultimos n.
Por hipdtesis inductiva los primeros n tienen el mismo color y los ultimos n también, por lo tanto los
n + 1 caballos tienen el mismo color.

Problema 2. Sea n un entero positivo mayor que 3. Entonces se cumple que n! > 2".
Problema 3. Para todo entero positivo n, demuestre que:

_ n(n+1)
a). 1+2+... +n="0

2 2 2 n(n+1)(2n+1)
b)~ 1°4+2°+...+n e e
n+1
C). 13+23+...+n3—(%)27

1 1 1 _ 1
d). 13ts5ttamm =1 m

1 2 2
e 3+&+... .+ =222,

f). l+a+a2+... 4am =21 para a # 1.

a—1

Problema 4 (Desigualdad de Bernoulli). Sean un entero positivo y x un real mayor que —1. Entonces
se cumple que (1 + )™ > 1+ nax.

Problema 5. Para todo entero positivo n, demuestre que

Problema 6. Para todo entero positivo n, demuestre que
a). 7 divide a 8™ — 1,
b). 133 divide a 11"+! 4 1227~
¢). 3"t divide a 28" + 1.

Problema 7. Demuestre que la suma de los dngulos internos de un poligono no cruzado de n lados
es (n—2)-180°.

Problema 8. Sea {F,} la sucesion de Fibonacci, definida por Fy = Fo =1y Fy,10 = F, + F, 41 para
n > 1. Demuestre que los términos satisfacen las siguientes relaciones:

a). cualesquiera dos términos consecutivos de la sucesién son coprimos,
b) Fi+ F3+ ...+ Fop_1 = Fap,

c). Fo+Fy+...4 Fyp, = Fopyq — 1,

d). Foi1Fy 1 — F2=(-1)",

e). F2 4+ F2=Fonyi.

Problema 9. La sucesion de Lucas se define como Lo =2, L1 =1 y Lyyo = Lpy1 + Ly, para todo
entero mo negativo n. Demuestre que

e (557) +(57)




Problema 10 (Mazur-Orlicz-Ulam). Sea E una coleccion de conjuntos, cada uno de los cuales contiene
a lo sumo n elementos y cualesquiera n+1 de ellos tiene por lo menos un elemento comiun. Demuestre
que existe un elemento comin a todos los conjuntos de F.

Problema 11. Sea x un nidmero real tal que x + 1/x es un entero. Demuestre que ™ + 1/x™ es un
entero para todo entero positivo n.

Problema 12. Sea n un entero positivo. Demuestre que el polinomio p(t) = t"*1 — (n + 1)t + n se
factoriza como forma p(t) = (t — 1)2q(t) y use esto para demostrar que p(t) > 0 para t > 0. Use esto
para dar una demostracion alternativa de la desigualdad de las medias usando la induccion “regular”.

Problema 13 (Representacién de Zeckendorf). Demuestre que todo entero positivo puede ser escrito
de manera unica como suma de términos distintos no consecutivos de la sucesion de Fibonacci.

Problema 14 ([I]). Sea a; < ag < ... < a, una sucesion de enteros positivos tales que

1 1
— .+ —=1
aq Qp,

Demuestre que a, < 2™.

Problema 15. Encuentre todas las funciones f : Z+t — Z7T tales que
1. f(2) =2,
2. f(mn) = f(m)f(n) para todo m,n € 7™,
3. fim) < f(n) sim <n.

Problema 16 (Ecuacién de Cauchy). Suponga que f : R — R satisface la ecuacidn funcional de
Cauchy, f(x+1y) = f(x) + f(y), para cualesquiera nimeros reales x,y.

1. Exprese f(2z), f(3x),... en términos de f(x).
Demuestre que f(nx) =nf(x) para todo entero positivo n y todo nimero real x.

Demuestre que f(0) =0 y que f(—z) = —f(x).

™o

Use lo anterior para concluir que f(nx) = nf(x) para todo entero n (no necesariamente positivo)
y todo numero real x.

N

Exprese f(x/2), f(x/3),... en términos de f(x).
6. Demuestre que f(rz) = rf(z) para todo nimero racional r y todo nimero real x.

Problema 17 (Polinomios de Chebyshev). Recuerde las formulas de suma
sen (a £ ) = sen accos B+ cosasen B,  cos(a =+ B) = cosacos B F sen asen [,

y las formulas de producto a suma

atf aFf

sen a =+ sen B = 2sen

2 2 7
cosa+cosﬂ=2cosa cosoz_'é)7
2 2
cosafcosﬂz2sena+ﬁsen _«
2 2
a). Escriba cos(2a), cos(3a), ... en términos de cos .



b). Escriba los cocientes
sen (2a)  sen (3a)

sen « ' sen a

en términos de cos a.

¢). Demuestre que

cos((n+2)a) = 2cos acos((n+1)a)—cos(na), sen ((n+2)a) = 2cosasen ((n+1)a)—sen (na).

d). Use de nuevo las identidades anteriores para probar que existen polinomios de grado n tal que
T, (cosa) = cos(na) y

Up(cosa) = W.

Establezca distintas recurrencias entre estos polinomios.
Problema 18 (Rusia ‘95). La sucesion ag, a1, ... satisface la relacion de recurrencia

1

Am+n +am_n = §(a2m + a2n)7

para cualesquiera enteros no negativos m,n con m > n. Si ay = 1, entonces determine una formula
explicita para aiggs.

Problema 19 (Competencia de Sociedad Irani de Matemética 2008, Problema 6). Sea ag, a1, - . ., ant1
una sucesion de enteros tales que ag = ap11 = 1, a; > 1, y a; divide a a;—1 + a;4+1 para 1 < i < n.
Demuestre que existe al menos un 2 en la sucesion.

Problema 20 (OIM ‘96). Dado un nidmero natural n > 2, considere todas las fracciones de la forma
1/ab, donde a y b son nimeros naturales, primos entre si y tales que

a<b<n, a+b>n.

Demuestre que para cada n la suma de estas fracciones es 1/2.
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