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Estimado estudiante:

Puede consultar la lista de estudian-
La Comision de las Olimpiadas Costarricenses de Matema- |tes clasificados a partir del XXX, en

ticas 2020 le saluda y le da la mas cordial bienvenida a la  |]a siguiente direccién electronica:
Segunda Eliminatoria Nacional de estas justas académicas,
deseéndole los mayores éxitos.

La prueba consta de un total de 20 preguntas de selecciéon www.olcoma.com
tnica.

INDICACIONES GENERALES

e Debe trabajar en forma individual.

e Las respuestas a las preguntas que se le formulan, deben ser consignadas UNICAMENTE en la hoja
de respuestas que se le ha entregado.

e Los dibujos que aparecen en la prueba no necesariamente estan hechos a escala.

e El formulario de preguntas es suyo, por lo que puede realizar en él todas las anotaciones, calculos o
dibujos que le sean necesarios para resolver satisfactoriamente la prueba.

e No se permite el uso de hojas adicionales.

e Los tinicos instrumentos cuyo uso se permite son los necesarios para escribir y dibujar. Se prohibe
el uso de libros, libretas de notas, tablas y calculadora.

e Fl examen tiene una duracién méxima de tres horas.

e FEscriba claramente los datos que se le solicitan en la hoja de respuestas.

SIMBOLOGIA
AB segmento de extremos A yB LABC ~ Z/DEF  congruencia de dngulos
AB medida de AB AABC 2 ADEF  congruencia de tridngulos
E rayo de extremo A y que contiene a B ABC + DEF correspondencia respectiva
entre puntos
1@ recta que contiene los puntos Ay B NABC ~ ADFEF semejanza de triangulos
/ABC angulo de rayos E)l y B? AB=CD congruencia de segmentos
m/ZABC medida de ZABC AB arco de extremos Ay B
NABC tridngulo de vértices A, B, C mAB medida de AB
OABCD  cuadrilatero de vértices A, B, C, D (ABC) area de AABC
I paralelismo (ABCD) area de JABCD
1 perpendicularidad P-Q—-R P, @, R puntos colineales,
con @ entre los puntos Py R
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I Parte: Seleccion tinica Valor 24 puntos, 2 pts c/u

1. Suponga que los cuatro ntimeros enteros a, b, a + b y a — b son primos. Con certeza, la suma de
estos cuatro nimeros es
(a) multiplo de 2

(b) multiplo de 3

(c) multiplo de 5

(d) un namero primo
e Opcion correcta: (d)

e Solucion: Claramente a o b deben ser alguno de los dos igual a dos, pues en caso contrario ambos
serfan primos impares y a + b seria un ntmero par mayor que 2 y no seria primo. En este caso,
como a — b debe ser primo, entonces necesariamente b = 2. Luego, los nimeros a — 2,a,a + 2
deben ser primos. En cuyo caso, la tinica posibilidad es que sean 3, 5, 7 respectivamente. Entonces
a =5, y los nimeros a,b,a+b,a —bson 5,2,7,3, cuya suma es 5+ 2+ 7+ 3 = 17, que es primo.

2. Benancio esta incursionando en la crianza de vacas lecheras, para ello, compra vacas de la finca
de Pancracio y vacas de la finca de Casimiro. Si sabe que en cinco dias, cuatro vacas de Pancracio
y tres vacas de Casimiro dan la misma cantidad de leche que tres vacas de Pancracio y cinco
vacas de Casimiro en cuatro dias, entonces se puede afirmar que

(a) Las vacas de Pancracio y las vacas de Casimiro
dan la misma cantidad de leche por dia

(b) Las vacas de Pancracio dan maés leche por dia
que las vacas de Casimiro

(c) Las vacas de Pancracio dan el doble de leche por
dia que las vacas de Casimiro

(d) Las vacas de Casimiro dan mas leche por dia que
las vacas de Pancracio
e Opcion correcta: (d)
e Solucion: Sea x la cantidad de leche que da una vaca de Pancracio en un dia y y la cantidad de

leche que da una vaca de Casimiro en un dia. De acuerdo con los datos se tiene que 5(4x + 3y) =
4(3x + 5y).

Simplificando para ver la relaciéon entre x y y se tiene

)
5(41:+3y):4(33:+5y):>20:U+15y:12x+20y:>8x=5y:>x=gy

Lo que significa que una vaca de Pancracio solo da % de lo que da una vaca de Casimiro.
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3. La cantidad de divisores del ntimero 202 corresponde a

e Opcion correcta: (c)

e Solucion: Como 2020 = 22 -5 - 101 entonces 20202020 = 240405202071()12020 1,51 1o que la cantidad
de divisores corresponde a

(4040 + 1)(2020 4 1)(2020 + 1) = 4041 - 20212

4. En la siguiente figura, JABCD es un cuadrado de lado con medida igual a 3 cm. Si A — F — E,
D—-C—E,DF 1 AE y CE =1 cm, la medida, en centimetros, de DF es

;
o) 2 U
(© 2 -
(@ 3

A D

e Opcion correcta: (a)

e Solucién: Sea G el punto de interseccion de AE con BC. Vemos que AAGB ~ AECG pues
/AGB =2 /EGC, por ser opuestos por el vértice, y ZABG = ZECG pues ambos son rectos.
Entonces

Sy

AB GB 3 G
EC Go 1 go o epB=36e

Como BG + GC = BC = 3 se tiene que 3GC + GC = 3 y de aqui GC = 2 Ahora, por el

5
teorema de Pitagoras en AEGC se puede obtener GE = T

Por otro lado, ADFE ~ AGCE, pues comparten un angulo y ambos tienen un angulo recto.
Entonces 3
DF DE DE-GC 4-35 12
— =——=DF = =4
GC GE GE % 5
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5. Se retinen 15 personajes de la Tierra Media, que provienen de las aldeas de Hobbits, Elfos,
Humanos y Enanos. Si se sabe que cada aldea manda un ntimero diferente de representantes (al
menos uno), entre Elfos y Hobbits hay 6 representantes, entre Elfos y Enanos hay 7 representantes,
y en la reunién hay mas Enanos que Humanos, la aldea que envié exactamente 6 representantes
es la de los

a) Elfos

(
(b) Enanos
¢) Humanos
(d)

d) Hobbits

e Opcioén correcta: (b)

e Solucion: Observe que no pueden ser los Elfos ni los Hobbits, pues entre ambos hay 6 represen-
tantes y debe haber al menos uno de cada uno. Tampoco pueden ser los Humanos, porque esto
obligaria a que hayan al menos 7 Enanos y contradice el hecho de que entre Elfos y Enanos hay
7 representantes. Vemos que la tnica posibilidad es que sean los Enanos, en cuyo caso se tendria
un Elfo, cinco Hobbits y tres Humanos, cumpliéndose todas las condiciones del enunciado.

6. Un mensajero debe repartir tres paquetes a tres lugares diferentes. Si lo hace al azar, es decir,
elige el paquete y la direccién aleatoriamente, entonces la probabilidad de que al menos uno de
los paquetes llegue a su destino correcto es

(a) 0

=Wl Wl

e Opcion correcta: (c)

e Solucion: Hay seis maneras de hacer la entrega. Si abc indica que al primer destino se le ha en-
tragado el paquete a, al segundo destino el paquete b y al tercer destino el paquete c. El ntimero
de paquetes que llegan al destino correcto es, respectivamente, 3, 1, 1, 0, 0, 1.

Por lo que se ve que en 4 de los 6 casos posibles hay al menos un paquete que llega a su destino

correcto. Por lo tanto, la probabilidad esta dada por P = 5= 3
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7. Sean a y b digitos. Si el ntmero 7a93141b es divisible por 72, entonces el digito a es
(a) 1
(b) 3
()
(d)

ot

8
e Opcioén correcta: (c)

e Solucion: Como a y b son digitos, sus valores estdn entre 0 y 9.
Se tiene que 7a93141b es divisible por 72, observe que 72 = 8 - 9, entonces 7a93141b es divisible
por 8y 9.

Veamos primero que 7a93141b es divisible por 8, esto nos dice que las ultimas tres cifras de dicho
ntmero es divible por 8. En este caso, se tiene que 41b es divisible por 8. Observe que entre 410
y 419 solamente existe un niimero que es divisible por 8, el niimero es 416. Por lo tanto el valor
de b =6 y el namero es 7a931416.

Luego, 7a931416 es divisible por 9, esto nos dice que la suma de sus cifras es divisible por 9. En-
tonces, 7+a+9+4+3+1+4+146 = 31+a es divisible por 9, de donde el tinico valor posible de a es 5.

8. La figura adjunta JABCD es un trapecio con AB || DC. Si E es un punto en DC, tal que

EB || AD, AC interseca a BE en Py AP = 3PC, entonces la razén ééfgé% corresponde a
OF A 5
o)
OF
(d) é D E c

e Opcion correcta: (c)

e Solucion: Al trazar AC se observa que ZAPB = /CPE, por ser opuestos por el vértice y que

/PBA = /PEC por ser alternos internos entre paralelas, por lo que AAPB ~ ACPE. Se tiene

AB AP 3PC
entonces CE-CP- PO 3, de donde AB = 3CE.

Como LUADEB es un paralelogramo, DE = AB = 3CE, por lo que DC = DE 4+ EC =
3EC + EC = 4EC. Ademas, HIABCD y AFEAC tienen la misma altura h. Entonces

(EAC) 3-h-EC EC 1

(ABCD) ~ 1-h-(DC+AB)  4EC +3EC 7
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9.

10.

Diana y Maricela estédn escribiendo y jugando por un chat. Diana le escribe Q@ QG Q QG Q.
Maricela copia el mensaje dos veces y se lo envia, es decir Q©Q QO HQQ QKOO G Q. Diana
copia, dos veces, el mensaje recibido y se lo envia a Maricela, y asi siguen hasta que cada una
envia 20 mensajes. La cantidad de corazones que envia Diana en su tltimo mensaje es

(a) 240.5

(b) 219.10
(c) 238.5
(d) 238.10

Opcion correcta: ()

Solucion: Basta ver que el primer mensaje tiene 5 corazones, y en cada mensaje se duplica la
cantidad de corazones. Esto significa que Diana envia el cuadruple de corazones al siguiente men-
saje, es decir, envia 220 .5 221.5 9222.5  92219.5 Fs decir, en su ultimo mensaje envia
22-19 . 5.

Los perimetros de dos cuadrados C; y Cs suman 20 cm. Se forman dos nuevos cuadrados Cs y
Cy4, de modo que la medida del lado del cuadrado C3 es una unidad menor que la medida del
lado del cuadrado C1, y la medida del lado del cuadrado Cy es el doble de la medida del lado del

cuadrado C5. Si la suma de los perimetros de los cuadrados C5 y Cy es 30 cm, entonces la suma

de las areas de los cuadrados Cy y Cs, en cm?, es
1y (L3, 3

29
2
22
2
197
d) -2
(@) -
Opcioén correcta: (a)

Solucion: Sea x la medida del lado del cuadrado C; y y la medida del lado del cuadrado Cs.
Entonces la medida del lado del cuadrado C5 es  — 1 y la del cuadrado Cy es 2y.

De acuerdo con la informacién del problema y lo anterior, se tiene el siguiente sistema de ecua-
ciones:

4z + 4y = 20 —4xr -4y = =20
=
4(x—1)+4-2y = 30 dr+8y = 34

7
Al sumar ambos lados de las ecuaciones, se obtiene: 4y = 14 = y = 3
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20 — 4 20-4- 6 3
y_ 2 :*:5. La medida del lado

De la primera ecuacién se obtiene que z =

3 4 4 4
del cuadrado Cy es 2 cm.
La medida del lado del cuadrado C3 es v — 1 = g —1= 3 cm.
) 3\ /1\° 9 1 10 5
Por lo tanto, la suma de las areas del cuadrado C7 y Cs es 3 + 3 = 1 + ) = 7 = 3

CHl2 .

11. Sea a un digito. El ntimero n es el resultado de multiplicar el nimero 2a7 por 39. Si el digito de
las decenas del ntimero n es igual a 9, entonces la suma de los digitos de n corresponde a

(a) 5
(b) 10
(c) 15
(d) 20
e Opcion correcta: (c)

e Solucion: Observe que

n=2a7-39 =2a7- (30 +9) = 2a7 - 30 + 2a7 - 9.

El digito de las unidades de 2a7 - 30 es 0, y el de las decenas es 1. Por otro lado, el digito de las
decenas de 2a7 -9 es el digito de las unidades de 1+ 6 + 9 - a. Luego, el digito de las unidades de
14649 a debe ser igual a 9. En cuyo caso, la tinica solucién es a = 8.

De donde 2a7 -39 = 287 -39 = 11193 y la suma de los digitos es 15.
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12. Sean z y ¥, con = > ¥, dos ntimeros positivos. Si 22 +y% = 12 y 2y = 4 entonces el valor numérico
de x? — 3% corresponde a

(a) 2v/5
(b) 4v/5
(c) 6+2V5
(d) 48v/5

e Opcioén correcta: (b)

e Solucion: Al multiplicar xy = 4 por 2 se obtiene 2zy = 8, asi;

24?42y =1248= 22+ 2zy+1°=20= (2 +9)?=20=>24+y =25
Al multiplicar xy = 4 por —2 se obtiene —2zy = —8, asf;

24yt -2y =12-8=2>-2ay+yi=4=(z—y)l=4=z—y=2

De esta forma

o~y =(r—y)e+y) =225 =4V5
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IT Parte: Desarrollo Valor 14 puntos, 7 pts c/u

Instrucciones: Los siguientes ejercicios deben ser resueltos en hojas adicionales. Debe responder
cada pregunta en hojas separadas. Conteste en forma ordenada, completa y clara. Se califica pro-
cedimientos y respuesta.

2
1. En la imagen adjunta se sabe que el area del tridngulo rectangulo AABC es 77—. Si la figura de
vértices A, B, C' y D esta creada por tres segmentos y una cuarta parte de una circunferencia,
tal y como se muestra en la imagen, determine el valor exacto (sin decimales) del perimetro de
la regién delimitada por los puntos A, B, C'y D.

B

Solucién:

Sea x la medida de cada uno de los lados de los cuadrados pequenos que forman la cuadricula.
2
En el AABC sus catetos miden 4x y 6x respectivamente. Como el area de este triangulo es %,
) 4z -6 T2 L2 2 N U
se cumple que =—=rr'=—=r=—.
predie 3 36 6
Ahora se calcula la longitd de cada segmento y la longitud de la cuarta parte de la circunferencia

que esta presente.

27
AB = 4x = — = a. Para determinar BC' se necesita AC' = 6z = 7; con el teorema de Pitagoras

or\ 2 A2 13
seobtienequeBCa:(;> +772:>BC':W:7T3 =b.

E— . ., , . o, . ™ ’
Para el C'D se considera el tridngulo rectangulo is6sceles de catetos con medida 3z = o3 asf, con

-
LR

el teorema de Pitagoras se obtiene que CD = c.

La seccién curva corresponde con la cuatra parte de la longitud de la circunferencia de radio
21 -m/2 w2
— = —=d.
4 4
2r w13 71'\/5 n 72

Por lo tanto, el perimetro de la figuraesa+b+c+d = 5 + 3 5 1

s
3x = 5 Asi, la longitud de esa parte de circunferencia es

10
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2. Diana y Adrian juegan el siguiente juego por turnos, comenzando con una torre de n monedas,
donde n > 3. En cada turno, un jugador selecciona una torre de monedas, y la divide en dos
torres de monedas. Gana el primero que logre en su turno que todas las torres tenga como méxi-
mo dos monedas. Diana empieza. Dependiendo de n, determine cuél jugador tiene una estrategia
ganadora.

Solucioén:

Si n < 4 entonces Diana gana en el primer turno. Si n > 5, y es impar, entonces Adrian gana.
En este caso, Diana comienza por separar la torre, de modo que necesariamente una de las dos
torres resultantes tiene una cantidad par de monedas.

En el siguiente movimiento, Adrian separa la pila con una cantidad par de monedas en dos pilas,
una que tiene una moneda, y la otra las restantes, que es una cantidad impar. En el siguiente
movimiento Diana tiene que formar una torre con una cantidad par de monedas, y Adridn vuelve
a hacer el mismo movimiento.

El juego puede terminar de dos formas: Diana deja una torre con dos monedas, una con tres, y
todas las demés con una moneda, en este caso, Adrian gana al separar la torre que tiene tres
monedas, o Diana deja una torre con cuatro monedas, y todas las demés con una moneda, y en
este caso Adridan gana al separar la torre de cuatro monedas en dos torres de dos monedas.

Sin > 6 y es par, entonces Diana separa la torre en una torre con una moneda y la otra con
n — 1, que es impar, y sigue aplicando la estrategia planteada anteriormente, en este caso Diana
es la ganadora.

11



