OLCOMA Il Eliminatoria 2012 Nivel B

SELECCION UNICA
1. Lasuma de los digitos del nimero 81° - 53% — 2 corresponde a
a 0
b) 1
c) 269
d) 270

Solucioén: C)

Como 810.530 —2 =(23)10.530 _ 2 =230.530 _2 = (2-5)30 -2 =1030—-2, el nimero
dado tendra 29 digitos iguales a 9 y en el digito de las unidades un 8, entonces las suma de los
digitos corresponde a 29 - 9 + 8 = 269.

2. Six+y=6, y+z=11y x + z = 7. Entonces el valor de 5(x + y + z) corresponde a
a) 10
b) 15
c) 40
d) 60

Solucion: d)

Planteamos el siguiente sistema y sumamaos las ecuaciones:

x+y=6
y+z=11
x+z=7

2x + 2y + 2z =24
2c+y+2) =24
x+y+z=12
5(x+y+2z)=12-5
5(x+y+2z)=60

3. Una manguera tarda en llenar un depésito tres horas y otra manguera tarda en llenarlo 4 horas.
Entonces, el tiempo que tardan en llenar el depdsito las dos mangueras juntas es

aproximadamente

a) 5 minutos
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b) 35 minutos
¢) 1horay 5 minutos

d) 1 horay 43 minutos

Solucion: d)

Sea x el tiempo que tarda en llenar el deposito las dos mangueras juntas.

1 1 . . . .
Cada manguera en una hora llena 5 y 2 del deposito respectivamente, por lo que juntas llenarian

1 1 1 1

—, esdecir, —+—=—

X 3 4 X
71 12 5 5 . .

= —=—=X=—=1+—=y — es aproximadamente 43 minutos.
12 x 7 7T

Asi, el tiempo que tardaron es aproximadamente 1 hora y 43 minutos.

x — 32012
3—y/2012

4. Sean X, Y numeros racionales. Si es un nimero racional, entonces el valor de Xy

es
a) 4
b) 9
c) 18
d) 19

Solucién

Racionalizando el denominador se obtiene

N — 2
r—3V3012 3+yy2012 3z +zyy/2012 — 92012 — 3y (V2012)

3— V2012 3+ /2012 32 _ (y,/—2012)2

_ 3z — 6036y + 2y v2012 — 92012

N 9 — 201292

Ahora, para que la expresién sea un numero racional, zyyv2012 — 92012 = /2012 (zy — 9)

debe ser racional; es decir, zy = 9
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5. En lasiguiente figura Ll ABCD es un cuadrado y AAEF es un triangulo rectangulo isosceles
y ambos tiene igual area. Si AB =1 entonces el area del triangulo AHGC es

E

\\
N

a) 1(3-242)
b) |2(g+\/§j
c) I2(3—\/§)

d) 2|2(1+J§)

Solucioén: a)

2
- . X
Sea AE =Xx. Como AB =1y las areas del cuadrado y el triangulo son iguales, 5= 1%, de donde

x =1/2 . De este modo, DF =DH =12 -1, HC=1-(IN2-1)=21-1{2

Por lo tanto (HGC)=%= 12(3-242)

6. Esmeralda, su madre y su abuela cumplen afios el mismo dia. Ayer en la fiesta de
cumpleafios hablaban sobre las curiosidades de sus edades. Esmeralda dijo: “Queé
curioso!, el promedio de nuestras edades es la edad de mami”. “No solo eso”-dijo su
abuela-“el proximo afio también ocurrira eso”.

Esmeralda pensé un momento y dijo: “Bueno, pero eso va a pasar todos los afios”.
“Tienes raz6n”- dijo su madre-“pero lo que no va a volver a pasar es lo que sucede este
afo: el promedio de tu edad y la mia es la edad que yo tenia cuando naciste”.

La abuela agreg6: “Otra cosa que no va a ocurrir de nuevo es que ahora el promedio de
mi edad y la de tu madre es el doble del promedio de las edades de ustedes dos”

Si Esmeralda cumplio 12 afios, ¢en qué afio nacio su abuela?
3
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a) 1950

b) 1951

c) 1952

d) 1953
Solucion: b)

Como Esmeralda tiene 12 afios sean 12+ X la edad de sumadre y 12+ y la edad de su abuela. Asi

que la edad que tenia la madre de Esmeralda cuando ella nacié es X.

12+(12+x)+(12+y)

Se tiene que
3

=12+ x, de donde y =2x

Ademas, como el promedio de las edades de Esmeralda y su madre es la edad que ella tenia al

12+(12+x)

momento de nacer su hija se tiene que = X, de donde X =24 (Si se utiliza la

informacién del promedio de las edades de la madre y la abuela con el de las edades de la madre y

Esmeralda se obtiene el mismo resultado)

Por lo tanto la edad de la madre es 36 afios y la de la abuela 60 afios, es decir, nacié en 1952

7. Se comete un delito y la policia arresta a cuatro sospechosos que al ser interrogados formulan las

declaraciones siguientes:
Andrés: “David es el culpable”
David: “Josué es el culpable”
Josué: “David miente cuando dice que yo soy el culpable”

Salomoén: “Yo no soy el culpable”

Si solamente uno dice la verdad, entonces se puede afirmar que el culpable es:
a) Andrés

b) David

c) Josué

d) Salomén

Solucion: d)
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Para la solucion del problema se construye una tabla con el nombre de cada sospechoso y le
asignamos un valor de verdad a una de las proposiciones y se deduce el valor de verdad de las
demas, si se llega a contradicciones hacemos una nueva suposicién y cuando no existan

contradicciones llegamos a la solucién.

Caso 1 Caso 2 Caso 3 Caso 4
Andrés V-l F-1 F-1 F
David F-C V-I F-1 F-
Josué F-1-C F-C-C V-I-1 F-1-C
Salomén F-C F-C F-C V-l

Donde la notacion corresponde a: V = verdadero, F = falso, C = culpable, | = inocente

Caso 1: Si suponemos que Andrés dice verdad, es inocente, entonces David y Salomén son
culpables y Josué seria inocente y culpable a la vez, lo que es imposible y se descarta esta
posibilidad.

Caso 2: Si suponemos que David dice la verdad este seria inocente al igual que Andrés, entonces
Josué y Salomdn serian culpables y como es uno solo el culpable se descarta esta posibilidad.

Caso 3: Suponiendo que Josué diga la verdad, deducimos facilmente que Andrés, David y Josué
son inocentes y solo Salomon aparece como Unico culpable y esta es una posible solucion.

Caso 4: Si Salomén dice verdad llegamos rapidamente a una contradiccion, pues Josué seria
inocente y culpable a la vez y esto es imposible.

Haciendo una valoracion de los cuatro casos podemos concluir que el Gnico en que no se llega a una

contradiccion es en el tercero, por lo tanto Salomdn es el culpable.

8. Considere la siguiente figura, en la que AC es altura de ACDE y AABC, ACDE es isosceles y
rectangulo, M£ZDEC =45°, BC =12 cmy AB = 13 cm.
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B

Entonces el perimetro del ACDE corresponde a
a) 20cm

b) (10 + 10v2) cm

c) 20V2cm

d) (5+ 5V2)cm

Solucioén: b)

Al ser AC altura de AABC se puede afirmar que este triangulo es rectangulo. Entonces con BC =
12 ¢cm, AB = 13 cm aplicando el teorema de Pitdgoras obtenemos que AC =5 cm. Luego
tenemos que MZDEC =45°y AC es altura de ACDE entonces por triangulos especiales tenemos

que AD =5cm = AE, también DC = 5v2 cm = EC. Por lo tanto el perimetro del ACDE
corresponde a (10 + 10+v/2) cm.

9. Considere el siguiente arreglo de nimeros enteros

Asi sucesivamente formamos los reglones siguientes. La suma del primer nimero y Gltimo
namero del reglén 2012 corresponde a:

a) (2011)%2+1

b) (2012)% +1

c) (2011)2 + (2012)?
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d) (2011)%+ (2012)2+1

Solucion: d)
Obsérvese lo siguiente

1
2 3 4
5 6 7 8

10 11 12 13 14

m—1%?+1

Nivel B

15 16

(n—1)?
(n)?

Ya que al final de cada fila se encuentra un cuadrado perfecto, por ejemplo observe que en la fila 2

el tltimo nimero corresponde a 22, en la fila 3 el Gltimo nimero corresponde a 32, asi en la filan —

1 el Gltimo nimero corresponde a (n — 1)2, en la fila n el primer nimero es el sucesor del Gltimo

nimero de la fila anterior, o sea (n — 1)? + 1 y el Gltimo corresponde a n2. Asi en la fila 2012 la

suma de los ndmeros primero y ultimo es (2011)% + 1 + (2012)2.

10.Javier fue a la feria del agricultor a comprar frutas. Compré 100 unidades de diferentes frutas

entre sandias, manzanas y bananos. La sandia costaba ¢ 500 la unidad, las manzanas ¢100 la

unidad y los bananos ¢10 cada uno. Si en total gasté ¢ 5000, entonces la diferencia entre el

numero de bananos comprados y el nimero de manzanas es

a) 12
b) 21
c) 24
d) 38

Solucién: b)

Sean X, Y, z el nimero de sandias, manzanas y bananos comprados respectivamente,

Se tiene
500x +100y +10z =5000  |50x +10y +z =500
X+ Y +2z=100 T |x+y+2z=100



OLCOMA Il Eliminatoria 2012 Nivel B

400 — 49x

Restando término a término se obtiene 49x + 9y =400 de donde y = 9

Como Yy debe ser positivo X € {1, 2,3, ..., 8} y como debe ser entero el Unico valor posible es

x=1, de donde y =39 y por consiguiente z=60.

La diferencia buscada es x — y =60 —-39=21

11. En una tienda de mascotas acaban de traer 90 parejas de periquitos de amor. En la tienda
cuentan con 30 jaulas, con capacidad maxima para 35 periquitos en cada una. Se recomienda
gue en cada jaula se cologque una cantidad par. Si el duefio de la tienda quiere colocar la misma
cantidad de aves en cada jaula, y no necesariamente usar todas las jaulas, entonces el nimero
de maneras de hacer esto es

a) 6
by 7
c) 8
d) 18

Solucion: a)

Como 180=2%-3?-5", el nimero de divisores de 180 es (2+1)(2+1)(1+1)=18, los cuales
son: 1,2,3,4,5, [6, 9,10,12,15,18, 20, 30,] 36, 45, 60, 90, 180.

Como solo hay 30 jaulas, si se usan todas se pueden colocar 6 aves en cada una, pero como se
pueden colocar a lo sumo 35 aves en cada jaula, la menor cantidad de jaulas seria 6, con 30 aves
cada una.

Como debe haber una cantidad par de aves en cada jaula, se buscan los divisores pares, entre 6 y

30, incluyendo a ambos, lo que da un total de 6 posibilidades.

12.Al trazar un segmento cuyos extremos son dos puntos de una circunferencia, se determinan dos
regiones en el circulo. Si se trazan dos de estos segmentos, el circulo queda dividido en cuatro
regiones a lo sumo. ¢Cual es el mayor nimero de regiones que se pueden determinar si se trazan

8 segmentos de esta forma?
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a) 31
b) 35
c) 37
d) 39

Solucioén: C)

El primer segmento determina dos regiones. El segundo segmento divide cada una de estas dos
regiones en dos y determina 4 regiones.

Un tercer segmento dividird tres de estas cuatro regiones en dos, es decir, agregara 3 mas,
determinando 7 regiones en total.

Un cuarto segmento, a lo sumo puede atravesar 4 de estas 7 regiones, es decir, agregara 4
regiones mas, para un total de 11.

En forma anéloga, el 5° segmento agregara 5 regiones més, el 6° segmento 6 regiones, etc.

Organicemos en una tabla el nimero de regiones segln el nimero de segmentos.

# segmentos # regiones
1 2
2 4
3 7
4 11
5 16
6 22
7 29
8 37

Vemos que 8 segmentos determinan un maximo de 37 regiones.
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DESARROLLO

1. Se da el trapecio isosceles cABDC con AB || CD,DA L CA yCB L BD.SiCD = 25cm, CA =
15 cm. Entonces. ¢ Cuél es el area del trapecio?

A B

Solucioén:
Con DA 1 CA obtenemos que el AADC es rectangulo. Entonces con €D =25cmy CA=15cm

por el teorema de Pitagoras determinamos que AD = 20 cm. Luego EIl area del tridngulo AADC

AD-CA , —
corresponde a S = 150 cm? pero ademas podemos trazar la altura h (AE) tal y como se muestra
en la figura
A B
c : : D

Con esto tenemos que el area del triangulo AADC también corresponde a % . Entonces % =
150 cm?, por lo tanto h = 12 cm. Ahora por el teorema de Pitagoras en el AAEC tenemos que
CE =9 cm. Luego al ser el oABDC isosceles entonces BD = 15cm y de la misma forma se
determina que FD = 9 c¢m, entonces EF = 7 cm, entonces el area del cuadrilatero corresponde a

129 129

(ACE) + (BFD) + (ABFE) = —+—+12-7 =192 cm?.

2. Probar que n(2n2 +3n +1) es divisible por 6 para todo n € Z*.
Solucion:

n(2n*+3n+1)=n(n+1)(2n+1)

10
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n(n + 1): Es par por ser el producto de dos nimeros consecutivos (divisible por 2).
Falta probar que la expresion es divisible por 3.
Para el caso se tienen las siguientes posibilidades para n:
1. Que n se divisible por tres con lo que quedaria probado que la expresion es divisible por 6.
2. Que el residuo al dividir n por 3 sea 2. Entonces n + 1 sera divisible por 3 y quedaria
probado que la expresion es divisible por 6.
3. Que el residuo al dividir n por 3 sea 1. Entonces 2n + 1 serd divisible por 3 y quedaria
probado que la expresion es divisible por 6.
Entonces la expresion n(n + 1)(2n + 1) paratodo n € Z* es divisible por 6, que es lo que se queria

probar.

3. Considere una cuadricula n x n donde n es un nimero natural. Se llamaran cuadrados adyacentes
a dos cuadrados 1x1 que compartan un lado. Por ejemplo en la cuadricula es de 7 x 7 de la
figura, C es adyacente a B pero no a A.

Se desea trazar una linea continua (sin levantar el lapiz de la hoja) a la que pertenezcan los centros
de todos los cuadrados, de modo que se unan de forma consecutiva los centros de dos cuadrados
adyacentes, sin que se salga de la cuadricula ni se atraviese un cuadrado mas de una vez, iniciando

en el centro del primer cuadrado a la izquierda en la segunda fila
¢ Es esto posible? Si lo es indique la forma de lograrlo, y si no es posible justifiquelo.

Solucioén:

Llamemos (p,q) al cuadro de la fila p y la columna g numeradas de arriba hacia abajo y de

izquierda a derecha respectivamente. La casilla inicial seria entonces (2,1) .

Caso I: n par

11
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Se puede proceder de varias maneras. En la siguiente figura se muestra una solucién para el caso n

= 6: trazar la linea que una los centros de las casillas

1)(2.2) con (n.)
@ (n.2) con (n.n)

@ (n.n) con (n-Ln)

(4) (n—1,n) con (n—-1,2)
(6) (n—1,2) con (n—2,2)

(6) (n—2,2) con (n—2,n)

. . , n
Y asi sucesivamente hasta llegar a (2, n) repitiendo pasos analogos a los pasos del 3 al 6 T

veces. Por (ltimo, se une (2,n) con (1,n) y estacon (1,1).

Esta solucion funciona para cualquier valor par de n.
Caso II: n impar

En este caso no es posible trazar una curva con las condiciones dadas. Si considera una cuadricula

coloreada como la siguiente:

12
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2
. . n- -1
Se tendrian n? casillas en total, — negras y

n?+1

blancas. Si se inicia en una negra se debe

pasar necesariamente a una blanca, luego una negra y asi sucesivamente. Por ser una cantidad impar

de casillas, la Gltima debe tener el mismo color que la primera, en este caso negra.

n®-3 n?+1

fichas negras y

Si no se cuenta la casilla inicial, se tienen fichas blancas por lo que

no es posible lograr el objetivo planteado.

13



