OLCOMA Il Eliminatoria 2012 Nivel C

SELECCION UNICA

1. Si un hexagono regular y un octadgono regular tienen radios congruentes, entonces la
razén entre el area del hexagono y el area del octagono es
3V6
a) i
b)

c)
d)

- A lw
o|‘° Nla ©

Solucién: a)
En un hexéagono regular el angulo central mide 60° y en un octagono regular mide 45° por lo tanto
la razon de las areas es:

2

) 612 sen(60° V3

Area del hexdgono > (609 3 3V6

Area del octégono 8712 -sen(45°) 4. L 8
2

n-r?-sen(angulo central)

Nota: El area de un poligono regular de n lados y radio r esta dada por A = >

2. La cantidad de enteros positivos n para los cuales la expresion es un numero

entero corresponde a

a) 2
b) 4
c) 7
d) 15

Solucion: c)



OLCOMA Il Eliminatoria 2012 Nivel C

n+5 n-10+10+5 15
= =1+

n-10  n-10 n—10

entonces n—10debe dividir a 15, y como los divisores son #1,+3,£5,+15, al igualar

. Para que la expresién corresponda a un namero entero,

n—10a cada uno de estos divisores se obtienen los valores de n, con excepcion de —15,

pues n seria negativo.

Por lo tanto, la cantidad de enteros positivos es 7

3. El director de un colegio esta interesado en disminuir la cantidad de estudiantes de cada
grupo. Sabe que si no varia la cantidad de alumnos entonces, si aumenta en 5 la cantidad
de aulas, el promedio de estudiantes se reduce en 6, y que si construye otras 5 aulas mas
entonces el promedio de estudiantes por clase se reduce en 4. Entonces, la cantidad de

estudiantes que hay en la institucion es

a) 560
b) 600
c) 650
d) 720
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Solucion

Sea z el niimero de estudiantes y n el miimero inicial de aulas. El promedio inicial de estudiantes
T

por clase es —.
n

v por lo tanto,

= =——6

Si se Incrementa en 5 el nimero de aulas, el promedio es -
n-+o n-4+o n

= nx = (n+5)(z —6n) = 5z = 6n% +30n(1)

Si se incrementa nuevamente en 5 el nimero de aulas, el promedio es

x
0 y por lo tanto
T

10 % — 10 = nz = (n 4 10)(z — 10n) = 10z = 10n? + 100n = 5z = 5n2 + 50n(2)
Igualando las ecuaciones (1) v (2) se obtiene

612 +30n =502 +50n = n?> —20n=0=n(n—-20)=0=n=00n =20

Asi, n = 20 pues corresponde a una cantidad.

Despejando la ecuacién (2) se obtiene z = n?+10n; por lo tanto, z = 2024 10- (20) = 4004200 =
600.

4. En la siguiente cuadricula A, B, C, D, E, F representan numeros naturales distintos tales

que al multiplicar los nimeros de cada fila, columna o diagonal se obtiene el mismo

resultado entonces el valorde D+E +F es

2 | 64|32
A|lB|C
D|E|F

a) 120
b) 138
c) 140
d) 146

Solucioén: c)
Sea N el resultado de multiplicar los nimeros de cada fila, columna o diagonal. Se tiene

entonces que

N=2.64-32=2" y N=D-E-F

Ademés
N=2-B-F
N=64-B-E
N=32-B-D
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De donde
N°®=(2-64-32)-B°-(D-E-F)=N°’=N-B>*N=B*=N=B’=2"=B=16
Con esto se tiene que

64-16-E=2"=>E=2"=4

32.16-D=2"=D=2°=8

2.16-F=2"=F=2"=128

Por lotanto D+ E+F =140

5. En un circulo se inscribe un rectangulo de tal manera que su area corresponde a la mitad

del area del circulo. Entonces, la razon entre el largo y el ancho del rectangulo es

a) 4-16-7*
V4

b) 4416 - 72

T

T

4416 -7
) 44277 16

T

c)

Solucién: b)

Sean I, X, Y las medidas del radio del circulo, el largo y ancho del rectangulo respectivamente. La

diagonal del rectangulo corresponde a un diametro del circulo, es decir, /X +y* = 2r, por lo que
Z(x2 + yz) =r?. Ademas, como el area del rectangulo es la mitad del area del circulo se tiene:
XV — 1 2 N 1 1 2 2 i 2 2 2 2

y =5 :xy_zﬂz(x +y*)=>8xy =z (X’ +y*) = 21X -8xy + 7y* =0

Resolviendo la ecuacion cuadratica en términos de X se tiene:

Az(—8y)2 —4-7-zy? =y? (64—472'2)

LBy y'(64-47°) y(sm/m—w J:L 8+/64—4r’
y

27 2 27




OLCOMA Il Eliminatoria 2012 Nivel C

8++/64—47° 6 X_ 8—+/64—4r*

X
2 y 2

o 8++64—47° 8 8—\64—4r1? 27

. . X
Se tiene asi que — =

Com >—>1, mientras que _ <1y como
” o 27 8+ /64— 4r”
42 —
X'y, la respuesta correcta es — = 8+ \/62474” _ A+ N
y T T

6. Considere una circunferencia cuyo centro es el punto de coordenadas (6,6)y es tangente
a la recta | de ecuacion x+2y=8. El area del tridngulo cuyos vértices son el centro de
la circunferencia y los puntos donde la recta | interseca a los ejes coordenados es

20(u.l.)2. Entonces la longitud de esa circunferencia es

a) 2z\5ul.
b) 4z5ul.
C) 8ﬂJ§ u.l.
d) 1675 ul.

Solucién: b)

Las intersecciones de la recta | con los ejes de coordenadas son los puntos (0,4) y (8,0), los
cuales determinan junto con el origen del sistema de coordenadas, un triangulo rectangulo cuyos
catetos miden 4 y 8. Por lo tanto esas intersecciones estan a una distancia de /4% +82 = 4+/5 ull.
Por lo tanto, una de las bases del tridngulo determinado por estos dos puntos y el centro de la

circunferencia mide 4«/5 y la altura correspondiente es el radio. Como se sabe que el rea de este

r-44/5
2

triangulo es 20 entonces se debe cumplir que =20=2r/6=20=r=25. De lo

anterior se concluye que la longitud de la circunferencia es 27zr = 47r\/§ ul.
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7. Considere el nimero real positivo a, a=1, y la funcion f:0 —[ definida por

A
4
\ /
'\“ P /
—

1 . ,
f(—x):aTX. Si se sabe que para todo numero real x se cumple que

Ioga(x2 +1)< Ioga(x2+2) entonces f es

a) creciente e inyectiva

b) creciente y sobreyectiva
c) decreciente e inyectiva

d) decreciente y sobreyectiva

Solucién: a)

Como se sabe que log, (x2 +1) <log, (x2 + 2) y Xx? +1< x*+2 entonces la funcion definida por

g(x)=log, (x)es creciente, de donde se concluye que a>1.

S

a —X a X .
= f = t f trict t
" (a ) = f(x) (a ) entonces f es estrictamente

Por lo tanto @* >1 y como f(-X)=

creciente y por lo tanto inyectiva.

Ademas, el rango de fes ]0,+o0[ por lo que f no es sobreyectiva.

. ;- -z - , . 1yl
8. Sixyyson dos digitos tales que la expansion decimal del nimero racional é es

0,x0y entonces los valores de x y y son, respectivamente

a) 3y5
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b) 2y4
c) 7y4
d 3y7

Solucion: a)
Si consideramos n = 0, x0y entonces 10n = x,0y y 1000n = x0y, 0y ; por lo tanto
990n = 100n — 10n = x0y, 0y—, x, 0y = x0y — x ; implica que
0= x0y —x 1yl 2(1yl)
990 495 990
Entonces x0y — x = 2(1y1), expresando lo anterior en representacion desarrollada

tenemos que 100x + y — x = 2(100 + 10y + 1), despejando "x" tenemos:
202 + 19 4+19
St R R
99 99
En donde x,y € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} y para que 4 + 19y sea divisible por 99 es cuando

X

y = 5, se concluye entonces x = 3.

9. Considere la siguiente relacion entre las variables t y x para una constante a < 2 :

t=(%—1jx2 +(a—1)x. Cuando t =—2 un valor de x es

a) -2
b) 2
2
2 a-2
2
d -
) a+2
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Solucién a) -2
Se trata de una ecucion cuadratica:

[a .| 2 \. fa | > _
_Ezk?—lj_m +(a—l}.tcr0=|k3—1}.t +(a—1)x+2

El discriminante es A=(a—1)" —-1" %—1 2=a’—2a+1-da+8=(a—3)
L2 J

—(a-1)t4/(a=3) =1—(1’i‘ﬂ'—3

Por lo tanto x=

-

'\llrﬂ : ad—=
'I.E_l_J
l-a+(3-a -2
Como se sabe que a<2 entonces x = C }='L 4 __2 y
a—2 a-2
- 1-a—(3-a) -2 2
BT Ta1 1a
. . . Jax+4 - -
10.  Considere una funcién definida por f(X)=W definida en su dominio
X" +oX—

méaximo D, = |-, —5[ U]-5,2[ entonces la imagen de a—1 es igual a

1

a) -

J10

10
C) -2
d -3
Solucién: a)
Como f(X)=—F—— % entonces vax+4 debe estar definida para Vx € |-, 2] de

X? +3X —
donde se deduce que a=-2. Por lo tanto como f (X)=-———— /—2x+4 y a-1=-3 se
(x+5)(x—2)

tiene que f(a-1)=f(-3)= (_3;{3@_2) _ _\ﬁ)_o

8
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11.  De acuerdo con los datos de la figura, donde F es el punto medio de CE y
H —-C—-F —E, entonces, de los triangulos AABC, AEBC, AHFB y AEJB, el que tiene
mayor area es

12 cm

60° 60
H C F E
a) AABC
b) AEBC
c) AHFB
d) AEJB
Solucién b) AEBC

. . 6-8
AABC es rectangulo, su area es —= 24

AEBCes equilatero de 8 lado, su area es: g—lebv’?:’l.l porque

J3>1521643>16-1.5=24.

AHFB es rectangulo, su area es Lf’;:uﬁdbﬁ

AEJB es escaleno, su area se calcula con la formula de Herén:

\13:7-5=4/455 <576 =24.

12. Con la ayuda de la siguiente figura se puede calcular cos75°, cuyo valor exacto es
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Solucion: b)

Aplicando la ley de cosenos para determinar BC se tiene que

BC? =a%*+a’—2a’cos30° =2a° —azx/§=a2(2—\/§)
— BC =a\2-+/3

Como el AABC es isosceles, entonces se cumple que ZABC = ~ZBCA, por lo que cada uno

mide 180" -30" _ 75,

Si se traza la altura AM con M el punto medio de BC se tiene que

ﬂﬂlg_\@
cos 75’ :2—=%\/2—\/§

a

11
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DESARROLLO

1. Determine la cantidad de enteros positivos menores que 100 que satisfacen la ecuacion

s

Donde [x] se define como el mayor entero que es menor o igual a X

Solucién

Por la definicién [z] < 2 y en la ecuacidn, se tiene que
{n' i {n' n [n.' n " 1 i n
— — — < = — —=n
2] 3. 6/ -2 3 6 ) )
n n n n

Asi, para que se de la 1gualdad [% =—, [E =3 y [g =5 por lo que n debe ser divisible
por 2,3 y 6, es decir, por 6. ) ) ‘ )

Ahora o 7~ 16, 6 por lo que la cantidad de enteros positivos menores que 100 y multiplos de 6
son 16

2. Considere una funcion f :0J —[J cuya gréfica es una pardbola en la cual el eje de

simetria es la recta de ecuacion x=2. Si se sabe que para cualquier nimero real x se
1_(x 1,.(x . . .
cumple que > f 5—1 _Ef E+1 = xf (O)+1, determine la distancia entre los puntos

donde esa parabola interseca al eje X.

Solucién

Sea f (x)=ax®+bx+c entonces

12
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—f(——lj——f( j=xf (0)+1
2 \2 2
X ? X X 2 X
@&(——1] +b(——1j+c—a[—+1j —b(—+1j—c:2xc+2
2 2 2 2
2 2
< a X——x+1 +b(§—1j+c—a X—+x+1 —b(§+1j—c=2xc+2
4 2 4 2

2 2
<:>ﬁ—axjta+%—b+c—ai—ax—a—b—x—b—c:2xc+2
4 2 4 2

o 2ax—2b=2xc+2
a=-C
&
b=-2
1

b 1 1
Como se sabe que el eje de simetriaes X =2 entonces —2—:2:>—:2:>a:§:>c:—5
a a

La distancia entre los puntos de interseccién con los ejes esta dada por

—b+\/_ b - \/—| | _2\/—

2a ‘_ a ‘

3. Si O esun punto en el interior del APQRY Sesun puntotalqueP-S—-RyQ-0-5,
pruebe que PR +PQ > OR + OQ.

Solucioén:

P Q

PR + PQ = PS + SR + PQ. Ademas PS + PQ > QS por desigualdad triangular. Sumando SR se
tiene que PS 4+ SR + PQ > QS + SR. Por tanto PR + PQ > QS + SR (1)

Por otro lado, QS + SR = QO + 0S + SR, y por desigualdad triangular 0S + SR > OR. Sumando
QO se tiene que QO + 0S + SR > QO + OR. Porlotanto QS + SR > QO + OR (2)

13
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De (1) y (2) se concluye que PR + PQ > QO + OR, que es lo que se queria probar.

14



