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1

I Parte: Selecci'f;)%n 1,5

1. Si(3z4+2—-0)(Bzx+2+b) = Bz—2+a)(3x—2—a)
y a+b=4x con x > 0, el valor num’i&%rico deb—a
corresponde a

e Opciiin correcta: b)

° Soluci’i;)%n:

Brxr+2-b)Bx+2+b)=0Bxr—2+a)(3x—2—a)
(32 +2)2 — % = (32 — 2)? — a?

24z = b% — a?
24x = (b+a)(b—a)
24x = 4x(b—a)
6=b—a

2. Rolando dibuja una serie de figuras:

ADOOODAODOCOOOA

Si contin'ig,%a de la misma forma, la figura que estar'l‘g)%
| .1
en la posiciijzn 2015 seri; 5

e Opciiin correcta: c)

° Soluci’ij)%n: Observe que hay un:
Tri'l'j)%ngulo en las posiciones 1,7,13,...,1 + 6k
Cuadrado en las posiciones 2, 8,14, ...,2 + 6k y 6,12,18,...,0 + 6k
Pent'i;)%gono en las posiciones 3,9,15,...,3+ 6k y 5,11,17,...,5 + 6k
Hex’ig)%gono en las posiciones 4, 10, 16, ..., 4 + 6k

Como 2015 =5+ 335 - 6, entonces en la pOSiCi'l'j)%Il 2015 habr'l'g)% un penti'g}%gono.

nica Valor 24 puntos, 2 pts ¢c/u
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3. El mayor entero que siempre divide a la expresién
2
(2n3 — 2n) , con n entero, corresponde a

4
12
36
144

(a)
(b)
()
(d)
e Opciiin correcta: d)

° Soluci’i;}%n:

(2n° —2n)* = [2n (v = 1)]’
= -y 0l
= 2pm-1)n+1)P
= 4l -1 (n+ 1)

Como (n—1)n(n+1) es divisible por 1 -2 -3 = 6 = 6/(n—1)n(n+1) =
(n—1)n(n+ 1) = 6k con k entero.

Asi,

(2n3—2n)2 = 4n(n—1)(n+1)?
= 4[6k)?
4-6% k?
144K>

Por lo tanto, 144 divide a (2n° — 2n)”.

4. Cinco amigas Ana, Berta, Carla, Diana y Eva cons-
truyen una mesa redonda con cinco asientos a su
alrededor, rotulados con sus iniciales (A, B, C, D y
E, respectivamente). La primera vez que se reig%nen
en esa mesa cada una se sienta sobre su inicial y deci-
den que cada vez que se vuelvan a sentar juntas ir'l'g)%n
rotando las posiciones donde estari};%n sentadas; es
decir, la prl’&%xima vez que se encuentren Ana se sen-
tar'l';)% sobre la B, Berta en sobre C y asi})2 sucesi-
vamente. 1¢2D0nde se sentar1¢2 Eva cuando se hayan
reunido 147 veces?

(a) En A

e Opciij 3n correcta: a)
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° Soluci'l'j)%n:

Cada persona estd sobre su inicial las veces : 17,6, 11%¢ ... que se vean, es decir de la
forma 5n + 1 y n + 1 corresponde a las veces que estarijin sobre su inicial.
632

Como 146 = 5 x 29 + 1 se tiene que cuando se vean 146 veces estari'g)%n cada una en su
lugar.

Por lo tanto cuando se han reunido 147 veces Eva se sentar'ig)% sobre la A.

5. La cantidad de enteros positivos n que hacen que la ex-
presién (n — 3) (n® — 13n + 41) sea un nimero primo

€S

e Opciij 3n correcta: b)

° Soluci'l'j)%n:

Dado que la expresién (n — 3)(n? — 13n +41) ya est4 factorizada al méximo en N, se tiene
que para que sea un numero primo uno de sus factores debe ser 1 y el otro un niimero primo.

n—3=1= n =4, sustituyendo n = 4 en n? — 13n + 41 se obtiene 42 — 13-4+ 41 =5 el
cual es primo. Por lo tanto n = 4 es uno de los enteros que cumplen el enunciado.

n?—13n+41=1=n2-13n+40=0= (n—8)(n—5)=0=n=8 Vn=>5
n=8=mn—3=>5 el cual es primo.

n=>5=n—3 =2 el cual también es primo.

Asi, 8 y 5 cumplen el enunciado.

Por lo tanto (n — 3)(n? — 13n + 41) es un nimero primo para n € {4,5, 8}.

6. En la figura adjunta los tri’ig)%ngulos AABC y ADCB
son tri'l'g)%ngulos rect’i;}%ngulos rectos en A y D, re-
spectivamente. Si AABC =2 ADCB, BC =12 cm y

1
mLACB = 30'1'?‘5, el Ig)%rea del ABEC en cm? es

e SN

_ —
o

d

— —  —

D

555

123
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e Opciiin correcta: d)
° Soluci’ij)%n:
Dado que los trﬁ&%ngulos AABC y ADCB son tri'l'(;%ngulos rect'l'(;%ngulos y congruentes,
1 1 1
ambos son 30'1'?‘5 — 60'1'?‘5 — 90'1'?‘5. En la figura se muestran detalles asociados con las

medidas de algunos de los ‘ig,%ngulos y lados de los tri‘ig)%ngulos.

1
El ABCE es is'l'j)%sceles, pues en este se tiene que mZBCE = m/CBE = 30'1'?‘5, por la

1
congruencia de los trii’&%ngulos AABC y ADCB y el hecho que mZACB = 30’1'?‘5. Luego,

- BC
en el ABCE la altura FF es tambil'g)%n mediatriz, por lo que BF = FC = - = 6 cm.

Six = EF, con base en el Teorema de Piti&%goras se tiene que

(2z)% — 2% = 36
= 4a? — 2% =136
= 322 =36
= 2=12
= r=+V12=2V3

BCéEF _ 12-22\/§ 19V

El Ié%rea del ABEC es

7. Tres estudiantes se organizan para comprarle un re-
galo a su profesor y deciden aportar semanalmente de
la siguiente manera: Mario dar'l'g,% tres veces m'l'g)%s que
Roberto y la mitad de lo que dar'l'(;% Carlos. A las cinco
semanas Carlos se retira mientras los otros dos siguen
aportando lo pactado y re'l};%nen el dinero en ocho
sema-nas m‘ig,%s. Si el regalo cuesta 15750 colones,
I&%cuénto dinero, en colones, aport’ig% Roberto?

(a) 1150
(b) 1500
(c) 1950
(d) 2000

e Opciiin correcta: c)
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° Soluci'l'j)%n:

Nombre | Aporte semanal | 5 semanas | 8 semanas
Carlos 2(4x) = 8z 40x -
Mario 3x+ 2 =4x 20x 322

Roberto x ST S8z
Total 65z 40z

Por lo tanto 105z = 15750, y = 150, entonces Roberto aporté 13z = 13 x 150 = 1 950.

8. En un juego entre tres personas cuando una pierde
debe dar a cada una de las otras tanto dinero como
tenga esa persona. Se juegan tres partidas y pierden
una partida cada una de ellas. Al terminar el juego
cada persona tiene 24 monedas. i'(;%Con cu'l'g)%ntas
mone-das empezé a jugar la persona que perdié la
primera partida?

(a) 12
) 24
(c¢) 39
) 48
e Opciij 3n correcta: c)
° Soluci'i(;%n:
Es posible construir una tabla comenzando por la situacii};%n del final de la partida, y
terminar en la del comienzo. Llamemos A, B y C a cada uno de los jugadores.
A|B|C
Final: Ha perdido C | 24 | 24 | 24
Ha perdido B | 12 | 12 | 48
Ha perdido A | 6 | 42 | 24
Comienzo: 39 | 21 | 12

Por tanto, el jugador que pierde la primera partida comenzi’&% con 39 monedas, el que
pierde la segunda con 21 monedas y el otro con 12 monedas.

9. En el AABC de la figura adjunta, AD es la bisectriz
del ZBAC y m/ZBAC = 2-m/ZABC. Si ¢ = AB,
b = AC y a = BC, una expresi'i;)%n equivalente a
a’? — b es

D B
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e Opciiin correcta: b)
° Soluci’i;)%n:
Como m/BAC = 2m/ZABC, se tiene que ZABC = /DAB, por lo que el AADB es
is'i(;%sceles.
Por otra parte, nZADC = m/DAB +m/DBA =2 -m/ABC = m/BAC.
______—_———B

C//”D/a

A

Observando los 'f[)%ngulos formados en la figura anterior, se tiene que AABC ~ ADAC.

A

z_b
¢ a

be

= r=—
a

Ademi’g%s,

y_ 0
b a

b2

= y=—
a

Luego, en el AABC se tiene que el AADB es is'l'(;%sceles, por lo que

DA=DB
= x=a—Yy
be b2
= —=a——
a a
= be=a’>—b°
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10. La tabla
50| b | ¢
dle|f
g |h|2

es un cuadrado m'l'(;%gico multiplicativo. Esto es, el
producto de los n’ig)%meros en cada fila, columna y di-
agonal es el mismo. Si todas las entradas del cuadrado
son enteros positivos, la suma de los posibles valores
de g es

(a) 10
(b) 25
(c) 35
(d) 62
. Opcii};%n correcta: ¢)
° Soluci’i;)%n:

Veamos que 100e = beh = ceg = def, de aqu'ig)% se obtiene que h = 1—20, g = 1—20 v f= %.

100 100 20
Comparando las filas 1 y 3 se tiene que 50bc = 277, de lo cual ¢ = 5
c

Entonces el producto de las entradas de la primera fila es 1000, y aS'l'j)% 1000 = 100e, y

e = 10.
100 100
Ahora comparando las columnas 1 y 3 se observa que 50d— = 207 para obtener
c
c 4
d=—-=—.
5 b

100 100
d c

Todas las entradas seri};%n enteras si y solo si b = 1, 2 0 4, y los correspondientes valores
de g ser'ig,%n 5, 10 y 20, con su suma 35.

Finalmente, f =

11. Sea n el menor entero positivo tal que cada di&%gito
de 6n es 5 0 2, entonces la suma de los d'i(;%gitos den
corres-ponde a

(a) 6

(b) 8

)

)

[u—y

0
5

(c
(d

—_

e Opciij3n correcta: c)

° Soluci'i;)%n:
El n'ig)%mero 6n es m'l};%ltiplo de 2, por lo tanto es par; quiere decir que debe terminar en 2,
pero tambii};%n es m'l'g)%ltiplo de 3 entonces la suma de sus d’ig)%gitos es m'i&%ltiplo de 3, (se
podr'i;,%a pensar en 522 o 252 por ejemplo) pero como n es el menor, 6n = 222, por tanto
n = 37 y la suma de sus d’ig,%gitos es 10.

7
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12. Hay que colocar aleatoriamente a 3 hombres y 2 mu-
jeres en una fila; la probabilidad de que las mujeres
ocupen los lugares pares es

D= S| Wi U

e Opcii3n correcta: c)

° Soluci’ij)%n:
Hay 120 maneras de colocar 5 personas en una fila, ya que la primera posici'l'g)%n puede ser
ocupada por 5 personas, la segunda por 4, y as'ig)% sucesivamente.

Para que las mujeres queden en posiciones pares hay 2 formas para ellas y 6 para los
varones, por tanto ser'ig)%n 12 maneras.

1
E 1 ili —_— = .
ntonces la probabilidad es 120 = 10
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IT Parte: Desarrollo Valor 21 puntos, 7 pts c/u

Instrucciones: Los siguientes ejercicios deben ser resueltos en las hojas adicionales que se le
entregaron. Conteste en forma ordenada, completa y clara. Se califica procedimientos y respuesta.

1. Determine la cantidad de ntimeros con 152 cifras de la forma 3a3aa3aaa3daaaa... que son
divisibles por 9 .

Soluci'l'i;%n Si n es la cantidad de 3 que contiene el nimero entonces la cantidad de digitos

1
iguales a a estd dada por n(n2+)

1
”(”;)2152;»71%371—304:0:»

(n+19)(n —16) =0 = n = —19V n = 16. Dado que n > 0 se tiene que n = 16. Esto significa
que de las 152 cifras, 16 son iguales a 3 y 136 iguales a a.

Dado que el nimero tiene 152 cifras se cumple que n +

Un ntmero es divisible por 9 si la suma de sus crifras es divisible por 9, debido a esto 16-3+136a =
8(6 4+ 17a) debe ser divisible por 9, o bien 6 + 17a debe ser divisible de 9. Veamos:

e a=0=6+17a=6 A 916.
ca=1=6+17a=23 A 9123.
a=2=6+17a =40 A 9140.
e a=3=6+17a=57 A 915T.
o a=4=6+17a=74 A 9474,
o a=5=6+17a=91 A 9491
e a=6=06+17a=108 A 9] 108.
o a=7=6+17a=125 A 91125,
e a=8=6+17a=142 A 9142,
e a=9=6+17a =159 A 91 159.

Por lo tanto, a solo puede tomar un valor que corresponde a 6.
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2. Mar y Tina tienen un tablero como el de ajedrez (o sea, con ocho columnas y filas, formando 64
cuadritos alternadamente pintados de blanco y negro). Cada fila y columna estd enumerada, en
orden, con un numero del uno al ocho, donde el cuadrito correspondiente a la fila 1 y columna
1 es negro, y el correspondiente a la fila 8 y columna 8 es negro también.

En cada cuadrito hay fichas en forma de calamar. El nimero de fichas que hay en cada uno es
igual al producto del nimero de la fila por el nimero de la columna. Por ejemplo, en el cuadrito
de la fila 6 y columna 5 hay 30 fichas.

Mar dice que hay mas fichas en los cuadritos negros, mientras que Tina dice que hay mas en
los cuadritos blancos. Su amigo, Justino, dice que hay igual en ambas. Determine quién tiene
la razén y encuentre, exactamente, cuantas fichas hay en los cuadritos negros y cuantas en los
blancos.

Solucii; in

Denotemos el cuadrito de la fila ¢ y la columna j como (3, j).

Contemos primero cuantas fichas hay en los cuadritos negros. Analicemos la primer fila:

Como (1,1) es negro, también lo seran (1,3),(1,5),(1,7). De manera aniloga, cuando estemos
en la fila 7, para ¢ impar, tendremos que (i, 1), (4, 3), (¢,5), (i, 7) seran negros. La suma de fichas,
en estas filas, seria igual a

1-(14+34+54+7)4+3-(14+3+5+7)+5-(1+3+5+7)+7-(14+3+54+7) = (1+3+5+7)? = 16°.

Ahora bien, en la segunda fila, los cuadritos negros seran (2,2), (2,4), (2,6), (2,8). Similarmente,
para la fila 4, con i par, (i,2), (i,4), (¢,6), (i,8) serdn negros. La suma de fichas, en estas filas,
seria igual a

2-(24+4+6+8)+4-(2+4+6+8)+6-(2+4+6+8)+8-(2+4+6+8) = (2+4+6+8)% = 20%

En total hay 162 4+ 20% = 256 + 400 = 656 fichas en cuadritos negros.

Una forma de determinar cuantas hay en los cuadritos blancos es calcular el total y restarle las
negras.

En total, el namero de fichas es
1- (142434 4+8)+2-(14+2+3+--+8) +---+8-(1+2+3+---+8) =
(1+2+43+---+8)2%=((8-9))% /4 = 1296.

Por lo tanto, hay 1296 — 656 = 640 fichas blancas. O sea, Mar tenia razén sobre Tina y Justino.

10
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3. Se tiene un triangulo rectdangulo AABC, recto en B. Sea H el pie de la altura desde B hasta
AC. Una paralela a AB a través del punto C corta a ﬁ[ en el punto D. Una paralela a BC a

través del punto D corta a AC en E. Sea P el punto de interseccién de AD con . Determine
la medida del ZAPB.

Solucii; in

Considere la siguiente figura

A B

Como la suma de los angulos internos de un triangulo es 180°, en un tringulo rectangulo se tiene
que la suma de los angulos agudos es 90°. Por lo tanto, se puede ver que

m/HAB =90° —m/HBA=m/HBC =m/HCD =m/HDE

De modo que ZHAB = /HDE, y por tener dos &ngulos congruentes entonces
AHAB ~ AHDE.

De la semejanza se tiene que

HA HD HA HB
HB~ HE® HD _ HE’
Por lo tanto AHAD ~ AHBE y se tiene que mZHAD = m/HBE. Comparando los dngulos en

los tridngulos AAPE yv ABHE, que resultan semejantes, se tiene que mZAPE = m/BHE =
90°.

11



