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Estimado estudiante:

Los resultados de esta eliminatoria se
La Comision Organizadora de las Olimpiadas Costarricenses | pyplicaran a partir del viernes 30 de

de Matemética le saluda y felicita por haber clasificado a la setiembre, en la siguiente direccion
segunda eliminatoria nacional de estas justas académicas. La | g]ectronica:

prueba consta de dos partes: una primera parte de 12 pre-
guntas de seleccién tnica, ponderadas con dos puntos cada
respuesta correcta, y una segunda parte con 3 preguntas de www.olcoma.com
desarrollo, con un valor de 7 puntos cada solucién correcta.

INDICACIONES GENERALES

e Debe trabajar en forma individual.

e Las respuestas a las preguntas que se le formulan, deben ser consignadas UNICAMENTE en la hoja
de respuestas que se le ha entregado.

e Los dibujos que aparecen en la prueba no estan hechos a escala.

e El formulario de preguntas es suyo, por lo que puede realizar en él todas las anotaciones, calculos o
dibujos que le sean necesarios para resolver satisfactoriamente la prueba.

e No se permite el uso de hojas adicionales.

e Los tnicos instrumentos cuyo uso se permite son los necesarios para escribir y dibujar. Se prohibe
el uso de libros, libretas de notas, tablas y calculadora.

e FEl examen tiene una duracién méxima de tres horas.

e Fscriba claramente los datos que se le solicitan en la hoja de respuestas.

SIMBOLOGIA
AB segmento de extremos A yB ZABC = /DEF  congruencia de angulos
AB medida de AB AABC = ADEF congruencia de triangulos
E rayo de extremo A y que contiene a B ABC + DEF correspondencia respectiva
entre puntos
1@ recta que contiene los puntos A y B ANABC ~ ADEF  semejanza de triangulos
ZABC angulo de rayos B_1>4 y B? AB=CD congruencia de segmentos
m/ZABC medida de ZABC AB arco de extremos Ay B
ANABC triangulo de vértices A, B, C mAB medida de AB
OABCD  cuadrilatero de vértices A, B, C, D (ABC) area de AABC
I paralelismo (ABCD) area de HABCD
1 perpendicularidad P-Q—-R P, @, R puntos colineales,
con @ entre los puntos Py R
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I Parte: Seleccion tnica Valor 24 puntos, 2 pts c/u

1. Un reloj se adelante 5 minutos cada hora. Si se sin-
croniza a las 2:00 pm con otro que marca la hora de
forma correcta, entonces la hora que marcara el reloj
defectuoso cuando el bueno marque las 5:00 am del dia
siguiente es

e Opcioén correcta: (c)

e Solucidn:

Cuando el reloj que funciona correctamente marque las 5:00 am del dia siguiente habré trans-
currido 15 horas. Dado que el el reloj defectuoso se adelanta 5 minutos cada hora, se tendra
entonces que para las 5:00 am habré adelantado 15 -5 = 75 minutos, es decir, 1 hora con 15
minutos. Por lo tanto la hora que marcara el reloj defectuoso sera 6:15 am.

2. El mayor ntimero de tridngulos equilateros que se pue-
den construir con seis fosforos iguales es

e Opcidn correcta: Ninguna.

e Solucién:

Si los fosforos no se pueden intersecar, el mayor numero de tridngulos es 4, considerando una
piramide en tres dimensiones.

Sin ambargo, dado que en el enunciado no se restringe a que los fosforos no se pueden intersecar,
se podrian tener figuras como la siguiente, con maés tridngulos equilateros.
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3. Un cubo con todas sus caras pintadas es dividido
en 1000 cubos méas pequenos de iguales dimensiones.
Si los 1000 cubos pequefios son depositados en una
urna, la probabilidad de seleccionar al azar un cubo
pequeno que posea solo dos caras pintadas es

1
(a) 10
12
125

13
(c) 125
281
500

e Opcién correcta: c)

e Solucidn:

Al separar el cubo original en 1000 cubos de iguales dimensiones se esta realizando una divisiéon
de cada cara de este cubo original en diez filas y diez columnas.

Los cubos en los que hay que enfocarse son aquellos cubos que pertenecen a alguna de las caras
(hay cubos que surgen de la parte interna del cubo original que no poseen caras pintadas).

De los cubos que estan pintados, los que poseen dos caras pintadas son cubos que pertenecen a
alguna de las doce aristas del cubo original pero que no pertenecen a los vértices de dicho cubo
original (note que de los vértices del cubo original surgen ocho pequenos cubos que poseen tres
caras pintadas).

Luego, la cantidad de cubos pequefios que poseen solo dos caras pintadas surge de la cantidad
de cubos pequenos que originalmente estuvieron en alguna arista pero no en algtn vértice.

Cada una de las doce aristas posee ocho cubos que no estan en algtun vértice; por lo que 8-12 = 96
es la cantidad de cubos pequenos que poseen solo dos caras pintadas. Como en total hay 1000

cubos, la probabilidad de extraer un cubo pequeno de la urna con solo dos caras pintadas es
96 12

1000 125

4. El producto de las edades de un padre y su hijo es 1856.
Hace seis anos la edad del hijo era igual a la edad del
padre cuando el hijo naci6. La edad del padre es

(a) 29
(b) 32
(c) 58
(d) 64

e Opcion correcta: c)
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e Solucién:

Sean a la edad del hijo y b la edad del padre, cuando el hijo naci6 la edad del padre era a — 6,
como la diferencia de edades es constante, entonces b—a=a—6 —0

= b=2a—6.

Ahora como a - b = 1856 entonces

a(2a — 6) = 1856

2a* — 6a — 1856 = 0

a =32

Y asi la edad del padre es 58 anos.

5. La cantidad de duplas de la forma (a,b), con a,b € N

que cumplen que Z;;? =12y a+b<120 es
(a) 5
(b) 9
(c) 10
(d) 20

e Opcion correcta: (b)
e Solucion

1 1+ab

at+0b ~+b b
=4a =—% _— " =12= b=12a. Dado que a + b < 120 se tiene que 13a < 120.
a-+b-1 a+1 ab+1 a

Luego a < 9. Pero a # 0 por lo tanto 1 < a < 9. Para cada valor de a hay un valor respectivo
para b. En total hay 9 parejas de nameros: (1,12),(2,24), (3, 36), ..., (9, 108).

6. En un AABC, D es el punto medio de AB, E es el
punto medio de DB y F es el punto medio de BC'. Si el
area del AABC es 96, entonces el area del HAEFC es

(a) 12
(

)
b)
)
)

[N}
=

B
6%)

(c
(d) 84
e Opcidn correcta: d)
e Solucién:

Sea h la medida de la altura del AABC' correspondiente con C. Dado que F' es el punto medio
— h
de BC', la medida de la altura del AEBF trazada desde F', hy, satisface: hy = 5
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Ademas, la base EB del AEBF es la cuarta parte de la medida de la base AB del AABC.

AB-h
De acuerdo con el enunciado, el drea del AABC = 96 = — Usando este resultado se tiene
EB-h “4B.2 1 AB.h 1 1
que el drea del AEBF = — L= =g 5 g (ABO)=2-96=12.

Por lo tanto, (AEFC) =96 — 12 = 84.

7. Considere la ecuacion cuadratica z? — px+¢ = 0, don-
de p, ¢ son nimeros primos. Si se sabe que existen
dos soluciones enteras positivas diferentes, entonces el
valor de p? + ¢® es

e Opcion correcta: b)

e Solucidn:

El lado izquierdo se puede factorizar (z — a)(x — b), donde a y b son las dos soluciones enteras.
Por lo tanto, se debe cumplir que ab = ¢, por lo que al ser ¢ primo, una de las raices debe ser
1y la otra q. Luego, p=a+b = ¢+ 1, por lo que p y ¢ son primos consecutivos. Asi, p =3y
g = 2. Por lo tanto p? + ¢*> = 13

8. Manuel y Teresa tienen menos de cien anos cada uno.
Si se escriben las edades juntas se obtiene un nimero
de cuatro digitos que es un cuadrado perfecto y si a
ese namero se le suma 1313 se obtiene otro cuadrado
perfecto. La suma de las edades de Manuel y Teresa
corresponde a

(a) 44
(b) 55
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(c) 57
(d) 81

e Opcioén correcta: b)

e Solucién:

Sean ab y cd las edades de Manuel y Teresa. Entonces abcd es un cuadrado perfecto; es decir,
abed = 2. Ademas, se sabe que abed + 1313 = y2. Asi 22 + 1313 = ¢?

= y? — 22 = 1313 = (y + z)(y — =) = 1313. Ahora como 1313 es producto de los primos 13 y
101, entonces y —x = 13 y y + x = 101 de donde x = 44 y y = 57. Como 2% = 1936, las edades
de Manuel y Teresa son respectivamente 19 y 36. Por lo tanto la suma de las edades es 55.

9. Sea el AABC tal que AB = 5,BC = 4, AC = 3. Si

CD es una altura, entonces Eggg; es
9
(a) 2%
16
(b) &
9
(c) 16
16
d) —
(@) 5
e Opcion correcta: c)
e Solucioén:
(ABC)=13-4-3=6
A
5 p
3
B 4 C
AB\® (ABC) 5 6 96
A ~ = ) = - 7
AABC ACBD:><CB> (BDC):><4> (BDC):>(BDC) 5F

De forma anéloga

2 2
AABC ~ AADC = <AB> _ (4BC) = <5> - = (ADC) = g

A (ADC) 3 (ADC) 25
) (ADC) 5% 54 9
Asi tenemos (BDO) = —gg =% " 16
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10. La edad promedio de un grupo de administradores y
de psicologos es 40 afios. Si el promedio de edad de los
administradores es 35 anos y la de los psicélogos es 50
anos, entonces la razén del ntmero de psicélogos con
respecto al nimero de administradores es

(a) 1:2
(b)
(©)
(@)

2:1

[N
w

3:2
e Opcion correcta: a)
e Solucién:

Si a y p representan las cantidades de administradores y de psicélogos, respectivamente, entonces
se busca el valor de 2.
a

De acuerdo con lo enunciado se satisface que:

3ba + 50
DI _ 4 = 350+ 50p = 40 (a + p)
a+p
= 35a + 50p = 40a + 40p
= 50p — 40p = 40a — 35a
= 10p =ba
P 1
= S ==
a 2

11. Si 117™ posee 45 divisores, entonces el valor de m es

(a) 2
(

b

B~ W

)
)
(c)
(d) 5

e Opcion correcta: c)

e Solucion:
z=117" = (3*.13)" = 3*" . 13"

Con lo anterior, los divisores de x = 117™ son ntmeros de la forma 3 - 138 , con « 'y [ enteros,
talesque 0 < a<2my 0< 8 <m.

Como 2 possee 45 divisores, se tiene que 45 = (2m + 1) (m+1) = 2m?* +3m —44 =0 = m =

~11
dom=—.
om D)
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12. La suma de las medidas de los angulos de las siete
puntas de la estrella adjunta es

e Opcion correcta: b)

e Solucioén:
Llamemos a, b, ¢, d, e, f, g las medidas de los angulos res-
pectivos, h, i, j, k las medidas de los angulos indicados en la
figura.
Sean P, Q puntos de interseccion de BE con DG y CG con
BF respectivamente.
En AAED se tiene a +e+d+ h+ j = 180° (1)
En AEPD y AGPB se tiene h+1i=g+b+j+k (2), pues
/EPD = /GPB.
En AGQBy AFQC f+c=j+k (3)
Sustituyendo (3) en (2) se tiene h+i =g+b+ f+cy
sustituyendo en (1) se tiene a+e+d+g+b+ f+c= 180°
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IT Parte: Desarrollo Valor 21 puntos, 7 pts c/u

Instrucciones: Los siguientes ejercicios deben ser resueltos en las hojas adicionales que se le entrega-
ron. Conteste en forma ordenada, completa y clara. Se califica procedimientos y respuesta.

1. Se forma una secuencia de ntimeros de acuerdo con las siguientes reglas: a partir de un nimero
dado, si es par se divide entre dos, si es impar se multiplica por tres y se le suma 1. Si se inicia
con el niimero 23, determine el término 2016 de esta secuencia.

e Solucién:

Los primeros 16 términos de la secuencia son 23, 70, 35, 106, 53, 160, 80, 40, 20, 10, 5, 16, 8, 4, 2, 1.
De ahi en adelante contintian repitiéndose los tres nimeros 4, 2, 1.

Como el ciclo es de tres niimeros, se observa que si el término de la secuencia es divisible entre
tres, el namero sera 2 (los términos 15, 18, 21, 24, 27, ... seran 2), si el residuo es 1, el namero sera
1 (los términos 16, 19, 22, 25, 28, ... seran 1) y si el residuo es 2 el namero sera 4 (los términos
17, 20, 23, 26, 29, ... seran 4).

Como 2016 es divisible por tres, el término 2016 de la secuencia seré 2

2. En un AABC se toman puntos D, E en BC de forma que BD = DE = EC y puntos F, G en

AC de forma que DF||EG|[AB. Determine (iﬂfc?
e Solucion:
B
D
E
C
A F G

Trazamos por B una recta paralela a AC y por C una paralela a AB y sea H la interseccion de
estas rectas. Se tiene que JABHC' es un paralelogramo. Llamemos I, J las intersecciones de
y con BH respectivamente.

Se observa también que LUBIFA,0OIJGF y OJHCG son paralelogramos de igual area, pues
como D y E trisecan a BC, F y G trisecan a AC, e I y J trisecan a BH

Ademés AABC = AHCB y entonces (DEGH) = (EDIJ).
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Entonces (BHCA) = 2(ABC) = 3(IJGF) = 3-2(DEGF)

Por lo tanto (ABC) = 3(DEGF) y entonces (ZLIEBGC];) = é
B I J H
D
E
A F G ©

3. Tres fabricas de televisores A, B y C, producen cierta cantidad de televisores por dia cada una.
Las fabricas A y B producen en total 600 televisores en 10 dias. Las fabricas B y C' duran 12
dias en producir 540 televisores. Si las fabricas A y C pueden hacer 440 televisores en 8 dias,
determine cuantos televisores produce la fabricas C en 20 dias.

e Solucidn:

Sean a, b, ¢ la cantidad de televisores que producen por dia las fabricas A, B, C respectivamente.

Entonces
10 (a+b) = 600 a+b =60 (1)
12 (b+c¢) = 540 = b+c =45 (2)
8 (a+c¢) = 440 at+c =55 (3)

= a =60—0by c= 45— b sustituyendo en la tercera ecuacioén

(60 — b) + (45 — b) = 55

=105 —2b=55

=b=25

Asi, ¢ = 45 — 25 = 20 y la fabricas produce 20 - 20 = 400 televisores en 20 dias.



