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Estimado/a estudiante
La Comisqu Organizadora deila}s Olimpiadas Cogtarricenses Los resultados de esta eliminatoria
de Matematica le §a|uda_ y felicita por _haber cla5|fjca_do ala se publicaran a partir del viernes 27
segunda eliminatoria nacional de estas justas académicas. La de setiembre en las paginas fe
prueba consta de dos partes: una primera parte de doce OLCOMA:
preguntas de seleccién Unica, ponderadas con 2 puntos cada )
respuesta correcta, y una segunda parte con tres preguntas
de desarrollo, con un valor de 7 puntos cada solucién
correcta.

www.olcoma.org

www.facebook.com/Olcoma

INSTRUCCIONES GENERALES

1. Debe trabajar en forma individual.

2. Las respuestas a las preguntas que se le formulan, deben ser consignadas UNICAMENTE en las hojas
para respuestas que se le han entregado.

3. Los dibujos que aparecen en la prueba no estdn hechos a escala.

4. El formulario de preguntas de seleccion Unica es suyo, por lo que puede realizar en él todas las
anotaciones, célculos o dibujos que le sean necesarios para resolver satisfactoriamente la prueba.

5. NO se permite el uso de hojas adicionales no entregadas oficialmente.

6. Los Unicos instrumentos cuyo uso se permite son los necesarios para escribir y dibujar. Se prohibe el uso
de libros, libretas de notas, tablas y calculadora.

7. Para resolver el examen dispone de un méaximo de tres horas.

8. Escriba claramente los datos que se le solicitan en la hoja de respuestas.

9. En la parte de desarrollo deben aparecer con detalle todos los pasos y justificaciones que permiten obtener
la respuesta a los ejercicios planteados.

SIMBOLOGIA

AB: segmento de recta de extremos A y B.
AB : medida del segmento AB.

AB: rayo de extremo Ay gue contiene a B.

AB: recta que contiene los puntos Ay B.
£ABC: dngulo de lados BA y BC.
msABC: medida del angulo ABC.

AABC: triangulo de vértices A, By C.

| |: paralelismo.

1: perpendicularidad.

ABCD: cuadrilatero de vértices A, B, Cy D.

LABC = £DEF: congruencia de angulos.
AABC = ADEF: congruencia de triangulos.

ABC <+ DEF: correspondencia respectiva
entre puntos.

AABC -~ ADEF: semejanza de triangulos.
AB = CD: congruencia de segmentos.
AB: arco de extremos A y B.

mAB: medida del arco AB.

(ABC): area del triangulo ABC.

(ABCD): area del cuadrilatero ABCD.

P—Q—R: puntos colineales, con Q entre Py R.
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1. En la siguiente figura AB es el diametro de

la circunferencia de centro O con AD y AE

cuerdas congruentes.

Si el radio de la circunferencia mide 5, AE = 8,
C es un punto exterior de la circunferencia tal
que A-D - C vy C pertenece a la recta |
tangente a la circunferencia en B y paralela a

DE, entonces la medida de DC es

18
A -
(A) =
9
B =
(B) 5
32
C e
©) c
5
D -
(D) 3
QO £ e £
5 S a:cos30 cos4 b_sen60 sen4

sen 60% sen 4E&  c0s30% cos4r
entonces el valor de (a2+b2)+(a3+b3)

corresponde a

(A) 970
(B) 1068
(C) 1070
(D) 1088
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3.Si £+1:2, 2 =12y 16Y =a, entonces el

Xy

valor de a es

(A) /96
(B) 144
C) 24
(D) 12

4. Considere el hexagono regular ABCDEF
de 1cm de lado y sea G el punto de

interseccion de BE y AC. El area, en cm?, del
oCGED es

® 23
5
B —+/3
® V3
© 2V
©) V3
8
5. Considere las funciones lineales f y ¢

tales que f(2)=1, g(2x)=-2f(x) vy

g7 (x)=g(x). El valor de f (2013 es

A 2

(B) 2012
(C) 2013
(D) 2014
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6. El area de una corona circular cuya

cuerda tangente AB (ver figura) mide 10 cm

corresponde a

(A)  5mcm?

(B)  10m cn?

(C) 15z cn?

(D) 251 cn??

7. La cantidad de valores enteros para x de
- 8x° - 24x+ 16

modo que la expresion —MM—

2x+1

represente un namero entero, corresponde a.
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8. En un avidén que volvia de las Olimpiadas
Centroamericanas de Matematica, iban cinco
“matletas” que ocuparon los cinco primeros
puestos en esa competencia. Al preguntarles
los periodistas por sus resultados, hicieron las
siguientes declaraciones:

Allan: No fui el dltimo.

Kenia: Carlos fue tercero.

Carlos: Allan obtuvo menos puntaje que Evelyn

Rodolfo: Evelyn fue segunda

Evelyn: Rodolfo no fue el primero

Por modestia, los dos que obtuvieron mayor
puntaje mintieron. Los otros tres dijeron la
verdad. Entonces los “matletas” que mintieron

se llaman:

(A) Keniay Rodolfo
(B) Evelyny Carlos
(C) Allan y Rodolfo
(D) Evelyny Allan

9. Una ventana de una iglesia tiene forma
de un cuadrado de 6 m de lado y sobre €l hay
un arco de una circunferencia de 5 m de radio
(Ver figura). Entonces, la altura méxima de la

ventana, en metros, es

(A) 65
(B) 7

(C) 75
(D) 8
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10. La cantidad de primos p tales que

9p+1 es un cubo perfecto corresponde a

(A)
(B)
(©)
(D)

WNEFLO

11. Si x+y=3 y xX*+y*=5, el valor de

x*+y° es
(A) 12
(B) 13
(C) 60
(D) 65

12.  Sienunatémbola se depositan todos los
nameros naturales de tres digitos. La
probabilidad de sacar un namero al azar cuyos
tres digitos sean pares y diferentes
corresponde a

1
20
4
75
3
50
2
25

(A)
(B)
(©)
(D)
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Cadigo: Nombre del(la) estudiante:

Pregunta #1

Si a,b,c € R— {0} y ademasc? # a — b, determine todos los posibles valores par
expresion

a-b—c?| |b| |al
b+c2-a b a '
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Cadigo: Nombre del estudiante:

Pregunta #2

Considere un triangulo ABC no rectangulo. Si D yd& puntos sobre el ladBC tales que
AD y AE son, respectivamente, paralelas a las rectasr@sgen C y en B a |

. L : . BE _ AB?
circunferencia circunscrita al triangulo, demuesfie — = —-.
CD AC
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Cadigo: Nombre del estudiante:

Pregunta #3

Un ndamero naturah se llama equilibrado si se pueden dividir sustd$gen dos grupos

guardando el orden en que aparecen, de tal formdagauma de los digitos del primer
grupo es igual a la suma del segundo grupo. Pompdge 1236 y 743 son equilibrados, pero
3254 nolo es.

Determine el menor naturaltal quen y n+ 1 sean equilibrados.
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SOLUCIONES

| PARTE: SELECCION

# 1 2 3
B B B C B D C A B B D B

Solucion Opcion correcta: b)

Como el ZAEBesta mscrito en la semicircunferencia, entonces mZAEB =90°, por lo que
el ABEA es rectangulo en E. Sea / la medida de la altura sobre la hipotenusa del ABEA, M

el punto de interseccion de dicha altura con esa hipotenusa y x=0M. Como el radio de la

circunferencia mide 5, se tiene que:
h* =8 —(5+x) por el teorema de Pitagoras

I* =(5+x)(5—x) por derivado del teorema de Pitagoras

2

8 —(5+x) =(5+x)(5-x) = 64—(5+x)" —(5+x)(5-x)=0

= 64—(5+x)(5+x+5-x)=0

= 64-10(5+x)=0

32

5

7
= MB=S-_="" A AM=5+

—_
tJ"|o‘.:|
U1|‘=~J

ComoA-D-C, A-M-By BC I MD. por el teorema de Thales se tiene que

32
AM .5 8 9
—— =— _esdecir, ==——porloque DC ==
MB DC 18 " pc P 2

5
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2.
Solucion Opcién correcta: b)
3 . 2 J3
cos30°= pr cos45°=—, sen60°=——_ send5°=—
V32 V32
v 22 e 5T i
NN NG I NN
2 2 2 2
: . V3+42 342 3-2
De esta forma se tiene que ab = : = =1
Gz 32

Ademas, g+b:\/§+\/§+\/§_\6
V3-V2 342

(V3+42) +(3-2)
(V3-42)(\3+2)

=3+2J6+2+3-2/6+2

=10

Por lo que (a+b)" =100

Por otro lado. a*+b° =(a+b)(a* —ab+b*)=(a+b)(a’ +b* —ab)
((erJ]2 =100 = a’ +2ab+b* =100 = &’ +b° =98 pues ab =1
a’+b’ =(a+b)(a’ +b*—ab)=10(98-1) =970

Asi, (a*+b*)+(a’ +b*)=98+970=1068
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Solucion 2

12

V3 A2 Gl N
22 NI (a) =se2f6 ¥y 2 2 i s
== () e
2 2
Como a’ :(5+2\/E)2 =49+10J6 y b’ :(572\/8]2 =49 -10+/6 entonces a4’ +b* =98
Como a :('5+2\E)3 = 125+450:/6 +360+ 48+/6 = 485+ 4986
y b :('5—2\/5)3 —125- 4506 +360— 486 = 485 — 4986 entonces
a+b =970

Asi. (@ +0%)+(a’ +b°) =98+970 =1068

3.
Solucién: Opcion correcta: B
2% =12 = (x+y)ln2=mhl2 = x+) :%
In2
_ _ I
16"=a = xyhl6=ha = x}_.-:ﬂ
Inl6
Por otro lado, 11, x+y_,
x oy Xy
In12
In12 Ina Xty . In?2
- Xy = A —=2 = =
In2 Inl6 xy Ina
Inlo6
In12-Inl6
= — =2
In2-Ina
In12-4In2
- =2
In2-lna
= 2-Inl2=lna
= 144 =a
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Solucion 2

X+v
— =20 Xx+y=2xy

1
Como se sabe que —+—=2 =
R xv

a=16" =(24)" =(22)7 =(22)" =(2) =122 =144

Solucion Opcion correcta: C

Considere la figura

Dado que el hexagono es regular, BE bisecaal ZABC ,asi ZABE =60° , como BE 1 AC

N

entonces Z/BCG =30°, asi por triangulos especiales tenemos BC =1, GB = E GC= E

Ademas, sea P el pie de |a altura desde D sobre BE y procediendo de forma andloga se tiene que

, de esta forma se tiene que:

ta | W

1 1
PE=— yasi GE=1+—=
2 2

GE+CD 2411 5
aDC‘GED:?-GC‘:T.Eﬁ:g\E

5.

Solucién: Opciodn correcta B

Como g(2x)=-2f(x). entonces g(4)=g(2-2)=-2f(2)=-21=-2 , y como
27" (x)=g(x) entonces se tiene que los puntos (4,—2) y (—2,4) pertenecen al grafico de g

entonces se tiene que su criterio viene dado por g(x)=2—x , asi se tiene que

g(2x)==2f(x)=2-2x=-2f(x)= f(x)=x—1yasisetiene que f(2013)=2012
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Solucién Opcion correcta: d.

Considere a la siguiente figura donde O es el centro de ambas circunferencias y P es el
punto de tangencia de la cuerda con la circunferencia menor:

Tenemos que el area de la corona circular corresponde a

7 OB’-n OP’=n (OB*-OP*)=n PB*=n 5°=25n

Solucion opcion correcta: C.

8x* —24x+16 8x° —24x+16

. 27
Se requiere que —— e Z. Como T —axT-2x 11+ .
2x+1 2x+1 2x+1

entonces 2x+1debe dividir a 27, o sea que 2x+1 debe ser alguno de los elementos del

siguiente conjunto: {1,+3,#9,+27} obteniendo asi que x puede ser cualquiera de los
elementos del conjunto {—14,-5,-2,-1,0,1,4,13} .
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Solucién: Opcioén correcta A:

La declaracion de Allan debe ser verdadera: si miente, seria al mismo tiempo ultimo o

primero o segundo, lo que es contradictorio. Por lo tanto, Allan es tercero o cuarto.

Si Rodolfo esta diciendo la verdad, Evelyn esta mintiendo v Rodolfo es primero y esta
mintiendo. lo que es contradictorio. Por lo tanto Evelyn no es segunda. y Rodolfo es

primero o segundo.

Si Evelyn estd mintiendo, Rodolfo es primero y Evelyn es segunda. Pero Rodolfo esta
mintiendo cuando dice que Evelyn es segunda. Por lo tanto, Evelyn esta diciendo la verdad,

lo que la hace tercera, cuarta o quinta. Y Rodolfo no es primero, sino segundo.

Solo Kenia o Carlos pueden ser el primero. Si Kenia no es primero, dado que tampoco es
segundo tiene que estar diciendo la verdad. Si Carlos es tercero no puede ser al mismo

tiempo primero. Por lo tanto, Kenia es primero y Carlos no es el tercero.

Por ultimo para ver si no existe empate, ya que Carlos no es ni primero ni segundo. esta
diciendo la verdad al afirmar que Allan viene detras de Evelyn. Por lo tanto, Evelyn es

tercera, Allan es cuarto y Carlos es quinto.

Por lo tanto el puntaje mas alto lo obtuvo Kenia y el segundo lo obtuvo Rodolfo.

9.
Solucion: Opciodn correcta B
Sea O el centro de la circunferencia como en la figura. OP =35, pues es radio de la
P circunferencia de centro O. Como AOAB es isosceles, si O es el punto
m mediode 4B. OO L 4B y .
A Q B
el punto mas alto de la ventana, O — Q — P. Asi, por el teorema de Pitagoras
> > for 2
5 00 =+5 -3 =v25-9=+16=4 Por lo tanto, PO=5-4=1 y la altura
D c maxima de la ventana es 6+1=7m.
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10.

Solucion: Opciodn correcta B

9p+1=Fk’ con k entero= 9p=k -1 = 9p:(k—1)(ﬁ-2+k+1) = k-1/9p y como

p esprimo. k—1 debe ser alguno de los elementos del conjunto {1 3.9, p.3p, 9p}

A——1:1:>1r:2:>p:g

k-1=3=k=4=p=7
k-1=9=k=10=p=111
k-1=p=(p+1)°+(p+1)+1=9= p*+3p—6=0 qno posee soluciones enteras
k-1=3p= (3p+1)' +(3p+1)+1=329p*+9p=0=p=0 6 p=-1
A——‘1=9p:>(9p+1)2+[9p+1)+1='1:>8'1p2+27p+2=0

-2

-1
:‘>(9p+1}(9p+2)=02>p=3 6 p==

Asi la cantidad de primos que cumplen con esta condicion es 1.

11.

Solucién: Opciodn correcta D

Primero se tiene que

X +1° = (.\'2 +3° ](.\'4 —x'p?+t ) = 5(.\‘4 —x?y’ +‘1'4)

Ahora
(.\*4 —.\‘2‘1'2 + _1’4 ) = (r4 + 2.\‘2‘1'2 + _1'4 ) - 3.?2_1'2 = (rz + _1'2 )2 - 3.\‘2_1=2 =25 —3.\'2‘1'2
Por otro lado:

(x+‘1')2 =X +2xy+1 D 9=5+2xy D 4=2xy D 2=xp D 4=x"y’

Asi, setiene que  (y* -’37 +3*)=25-3x")" =25-3-4=13

Por lo tanto |

OLCOMA 2013 TERCER NIVEL
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12.

Solucion: Opcion correcta: B

Las posibilidades para el primer digito son 4: 2,4,6 u 8. Para el segundo digito se
tienen 4 posibilidades: 0, 2, 4, 6 u 8 menos la que ya se tiene en el primer digito.

Por ultimo, para el tercer digito se tienen tres posibilidades. En total hay 48
numeros de tres digitos pares distintos entre los 900 numeros de tres digitos.

Entonces la probabilidad de sacar un numero al azar de la tdmbola de este tipo
4ede3 43 4
900 225 75

es P=

OLCOMA 2013 TERCER NIVEL
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Pregunta #1

Si a,b,c € R—{0} y ademasc? # a — b, determine todos los posibles valores par
expresion

la=b=c?| | Ibl _lal

b+c2-a b a’
Solucién

a<0 a>0
b <0 b>0 b <0 b>0

la—b—c? bl lal

b+c2—a b a

_la—b-c’] 1+1
T b4+c2-a
_|a—b—c2|
T b4+ct—a

la—b—c? bl lal

b+c2—a b a

la —b — c?|

T b4+c?-a
la—b—c

T b+4c2—a

+1+1
|

+2

la—b—c? bl lal

b+c2—a b a

la —b — c?|

T b4+c2-a
|la—b—c?|

T b+ct—a

-1-1

la—b—c? |b| lal

|la—b—c?| =
b+c?—a
_la=b—c?|

T b+4ct—a

Puedeserigualal da-1
porque a — b — c?
puede ser negativo o
positivo.

Solamente puede ser 3
porquea —b —c? es
negativo.

Puede seriguala-396a
-1porquea — b — c?
puede ser negativo o
positivo.

Puedeserigualal éa-1
porque a — b — c?
puede ser negativo o
positivo.

Por lo tanto, hay cuatro valores posibles parxpaesion: -3, -1, 1y 3.
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Pregunta #2

Considere un triangulo ABC no rectangulo. Si D gd& puntos sobre el lad8C tales que

AD y AE son, respectivamente, paralelas a las rectasr@sgen C y en B a la

circunferencia circunscrita al triangulo, demuesge — =

BE _ AB?

CD AC?’

Solucion

Considere la siguiente figura que se forma condlEt®s dados
con M el punto de interseccion de las tangentes.

AABC ~ ADCA por el criterio AA, pues

mOADC = mOBCM :mDBAC' ya que E y m son
paralelas entonce$]ADC LOBCM por ser alternos internos.

UBAC OOBCM por ser inscrito y semiinscrito, respectivamente,

que subtienden el mismo arco, ademas&CD es comin a
ambos triangulos.

Estableciendo la razon entre la medida de sus,|éelosmos:

C_D:A_C < CDIBC = AC?
AC BC

De la misma formaAABC ~AEBA pyes MUAEB = mUEBM =mlBAC y | angulo
UABE es comin a ambos triangulos.

Entonces, estableciendo la razén entre la medigasi&dos, tenemos

Al dividir ambas igualdades obtenidas se concluye %0 =

OLCOMA 2013
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Pregunta #3

Un ndamero naturah se llama equilibrado si se pueden dividir sustd$égen dos grupos

guardando el orden en que aparecen, de tal forrmdagauma de los digitos del primer
grupo es igual a la suma del segundo grupo. Pompdge 1236 y 743 son equilibrados, pero
3254 nolo es.

Determine el menor naturaltal quen y n + 1 sean equilibrados.

Solucién:

Sean un namero natural equilibrado. Por hipétesis sedeimplir que la suma de sus
digitos debe ser un nimero par.

Veamos que no hay numeros equilibrados de dosodigiara el cual su consecutivo
también es equilibrado. Un taldebe ser de la formma= 10a + &, con la condicion de que
= .

El numero equilibrado consecutivo+ 1 debe tener la forma 10& & + 1. Entonces, sha
no es nueve, deberia cumplirse quea +1 debe ser par, lo cual es absurdo. Luego%
pero en este caso n = 99 y su consecutivo no éseagdo.

Veamos que si hay solucion con numeros de tretogigbea n = 10Qa+ 10a + g un
namero equilibrado, entonces la suma de sus digitopar, y se debe cumplir que
& = a3+ a, 0 bien a+ & = &. Ahora bienn + 1 tiene la forma 10Qa 10a+ ag+ 1.

Si a, D{O,l, 2}3 entoncesatl es alo sumo 9, de donde se obtiene que la darsas

digitos es impar, lo cual es absurdo. Por lo tashebe tenerse qug a 9 para una posible
solucion.

Ahora bienn = 1003 +10& +9, y por hipétesis;ara +9 es par. Ademas debe cumplirse
que a + & = 9, la otra posibilidad;a & + 9 se descarta de manera obvia. Por otra parte,
n+ 1= 100a+10g + 9 + 1, de donde se sigue quer 1 = 100a +10(a +1), y por
hipotesis a=a + 1.

En resumen, tenemos que-a& = 1y a + & = 9. Al resolver este sistema se sigue que

as = 5y que a= 4. Por lo tanto, el menor entero natunatal quen y n + 1 sean
equilibrados es = 549.
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