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IT Eliminatoria 2015 IIT Nivel

I Parte: Seleccién tnica Valor 24 puntos, 2 pts c/u

1. Maya y Nicolds comen cada semana en el mismo café

y siempre gastan lo mismo, pero nunca ordenan exac-
tamente lo mismo. Hace tres semanas ordenaron dos
refrescos de fresa, una taza de té y un pastel. Hace
dos semanas fueron dos tazas de té y un pastel. Hace
una semana fueron dos refrescos de fresa y tres tazas
de té. Esta semana han ordenado, hasta el momento,
tres tazas de té.
Mientras hacen cuentas, deciden que solo van a orde-
nar una cosa mas, en caso de que todavia no hayan
gastado lo mismo de siempre. Determine cudl item or-
deraran, o si no necesitan ordenar nada mas:

(a) Pastel

(b) Refresco de fresa
(c) Una taza de té
(d) Nada maés

Solucion:

Respuesta correcta: Opcién c)

De los resultados de hace tres semanas y de la semana pasada, podemos ver que un pastel cuesta igual que
dos tazas de té. Analizando la orden de hace dos semanas, vemos que dos tazas de té y un pastel equivalen
al gasto de cuatro tazas de té. Por lo tanto, ordenar una taza de té esta semana, hard que el gasto sea el
mismo de siempre.

Ademsds, note que como la semana pasada ordenaron tres tazas de té y dos refrescos de fresa, ordenar un
refresco de fresa u ordenar nada no seria suficiente. Finalmente, como un pastel equivale a dos tazas de té,
ordenar un pastel haria que el gasto fuera mayor a las semanas anteriores.

2. Sean a y b dos enteros positivos coprimos, es decir, el
mximo comun divisor entre ellos es 1. Si a tiene exac-
tamente 4 divisores positivos, y b tiene exactamente
4 divisores positivos, entonces el maximo numero de
divisores positivos que tiene ab es

(a) 1
(b) 4
(c) 8
(d) 16

Solucion:

Respuesta correcta: Opcién d)

Sabemos que a y 1 son dos divisores positivos de a (y no son iguales pues a # 1 dado que solo tendria un
divisor positivo en ese caso). Ademds a no puede tener mas de dos divisores primos distintos, pues entonces
habria més de 4 divisores.
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Analizando su factorizacién prima, a solo podria tener la forma a = p3, 0 a = pq, con p, ¢ primos distintos,
pues si solo aparece un primo, éste deber estar elevado a la 3 (para tener exactamente 4 divisores: 1, p, p?, p®);
y si aparecen dos primos, ninguno puede estar elevado a una potencia mayor que 1 pues si no, por ejemplo,
p?q o pg? son divisores positivos adicionales a 1, p, ¢, pq.

Un andlisis similar nos dice que b = r3 0 b = rs, donde 7, s son primos distintos a p, ¢ pues a y b son coprimos.
Entonces ab es igual a p*r o pgr® o prs o pqrs.

En el primer caso los divisores son de la forma pr?, donde 0 < 4,5 < 3, por lo que hay 4-4 = 16 opciones. En
el segundo caso (que es andlogo al tercero), los divisores tienen la forma p'q’ r* donde 0 <i,j <,0 <k < 3,
por lo que hay 2-2-4 = 16 opciones. Finalmente, en el dltimo caso, los divisores son de la forma p'¢/r*st,
donde 0 < i,j,k,t <1, por lo que hay 2-2-2-2 = 16 opciones. En cada caso, la respuesta es 16.

3. Hay cinco cajas, A, B,C, D, FE, y Henry tiene 1000 car-
tas, cada una con un tnico y diferente nimero del uno
al mil, ambos inclusive. Echa las cartas, una por una,
en las cajas de la siguiente forma: echa la 1 en la A,
la 2 enla B,y asi hasta la 5 en la E, se salta la A, y
echa la 6 en la B, la 7 en la C, y asi hasta la 10 en la
A, se salta la B. Si contintia de la misma forma hasta
acabar las 1000 cartas, la carta 763 va en la caja

(a) B
(b) C
(c) D
(d) E

Solucion:

Respuesta correcta: Opcién d)

Note el siguiente patrén, donde una X representa que nos saltamos la caja, y donde tenemos las cajas
ordenadas como ABCDE:

1,2,3,4,5

X,6,7,8,9

10, X,11,12,13

14,15, X, 16,17

18,19, 20, X, 21

22,23,24,25, X
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Cada 25 cartas, volvemos a repetir este patrén. Por lo tanto, como 763 = 25(30) 4 13, su posicién es la

misma que aquella de la carta 13. O sea, va en la E.

4. Considere la siguiente figura en la cual el JABCD
es un cuadrado de lado 12. Si AP = 4, DQ = 3y
mZRQC = 90° determine la longitud de RB.

A P B

(a) 4v/3
(b) 310
(c) 9

(d) 63
Solucién:

Respuesta correcta: Opcién b)

Tome T en BC tal que RT L BC, tal como se muestra en la figura

A P B
R T
D Q c

AD || QR entonces ZADP = /DRQ asf APDA ~ ADRQ entonces
12_DA_RQ_RQ

4 PA DQ 3

y asi RQ =9, entonces BT =3 y RT =9, aplicando Pitdgoras se tiene que RB = 3v/10

5. Sean a y b dos enteros positivos. Si sabemos que son
coprimos (el maximo comun divisor entre ellos es 1),
entonces el maximo valor que puede tener el maximo
comun divisor de (a +b) y (a —b) es

(a) 1



IT Eliminatoria 2015 IIT Nivel

Solucion:

Respuesta correcta: Opcién b)

Sea d :== MCD(a+ b,a —b). Note que entonces d|(a + b),d|(a — b). Por lo tanto, d|((a + b) + (a — b), o sea,
d|2a. De manera andloga, d|2b. Sea p un divisor primo de d. Entonces, p|d, por lo cual p|2a y p|2b. Como p

es primo, divide a 2 o divide a a. Similarmente, de la segunda expresién tenemos que p divide a 2 o divide a
b.

Si p no divide a 2, entonces p divide tanto a a como a b, pero eso quiere decir que es un divisor comin a a y
b. Sin embargo, eso indica que tiene que dividir al maximo comtun divisor, o sea, a 1, y ningiin primo divide
a 1. Por lo tanto, p debe dividir a 2.

Este andlisis indica que el dnico divisor primo que puede tener d es 2. Sin embargo, 4 no puede dividir a d,
pues en ese caso 4|2a y 4|2b, por lo que 2|a y 2|b, y de nuevo contradiria el hecho de que a y b son coprimos.

En conclusién, el méximo valor que puede tener d es 2 (que ocurre si tanto a como b son impares).

6. En la figura P y Q son los centros de las circunferencias
tangentes S1 y S2, la recta corta la circunferencia
S1 en A y el radio QB es perpendicular a PQ. Si la
suma de las areas de los circulos es 107 y el area del
AAQB es 8, determine la longitud de PB.

Sa

S1
A P Q
B

Solucion:

Respuesta correcta: Opcién b)

Sean r y R los radios de S} y Sy respectivamente. Como 772 4+ 7R? = 10, tenemos que R? +72 = 10. Ademais

(AQB) = 8 = R(R;QT) — 8, por lo que (2r + R)R = 16,

Por otra parte, aplicando el Teorema de Pitadgoras en APBQ
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PB=+\/(r+R2+R =12+ 2rR+ R+ R2 = \/(r2+ R?®) + (2r + R)R = V26

7. La cantidad de soluciones (x,n), donde ambos son en-
teros positivos y n es par, de la ecuacién z? + 7 = 27
es

Solucion:

Respuesta correcta: Opcién a)
Sea n = 2k, con k entero positivo. Entonces,

?+7=2%=
7=2%_ 22>

7=(2% —2)(2" + 2).

Como 7 es primo, y 2¥ + 2 es positivo, entonces la tnica opcién es 1 = 28 — 2z y 7 = 2F 4 & (pues
ok 4 > 2k — x). Sumando ambas ecuaciones tenemos que 8 = 2k+1 por lo que k = 2. En consecuencia,
x = 3. Por lo tanto, solo hay una solucién, a saber, (z,n) = (3,4).

8. Sean x1 y x2 dos numeros reales tales que z1 # xo,
322 —hxy = a 'y 323 — hay = a, con a > 0. Una
expresion equivalente a x1 + x9 es

—h

Solucion:

Respuesta correcta: Opcién b)

Al considerar la ecuacién 3z2 — ha1 = a se tiene que 3z? — hx; — a = 0. Luego, con base en la férmula

(W) (D43 (-a)  hi VT F12a
2.3 B 6 '

general, se tiene que: x1 =
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h++vVh?+12a

En forma analoga, para la ecuacién 3:(}% — hxo = a se tiene que xo = 5

h++vVh?+12a h—+vVh?+12a

Como z1 # x9, si x1 = — & entonces g = 5
, h++vh?+12a h—+vh?>+12a 2h h
Asi, x1 + 29 = 6 + 6 =% =3

Otra solucidn:

3$%*hl’1:a,3$%*h$2:a — 3£L‘%*hl‘1:3l‘§*h$2
— 3:r1 — 3:62 = hx1 — hxo
= 3(z] — 23) = h(z1 — 22)
- (ZCl — xg)(xl + .21?2) h(:rl — .%'2)
— (1‘1 + xg)
- (1‘1 + 562) = §

9. En cierto colegio los estudiantes de décimo ano pueden
optar por cursar como ciencia natural entre biologia o
quimica. En uno de los grupos de décimo, 80 % de los
estudiantes estudia biologia y el resto quimica; 40 %
de los que estudian biologia son hombres y, de los que
estudian quimica, 35% son mujeres. Si se selecciona
al azar un estudiante de este grupo de décimo ano, la
probabilidad de que sea mujer es

a) 0,39
b) 0,45
c) 0,55
d) 0,61
Solucion:

Respuesta correcta: Opcién c)

Lo descrito en el problema se puede modelar de la manera siguiente:

40%

i

3%

De acuerdo con la representacién anterior, la probabilidad de que el estudiante seleccionado sea mujer es
(0,8) - (0,6) + (0,2) - (0,35) = 0,55.
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10. Dado el cuadrado JABCD de lado 2 y una semicir-
cunferencia de didmetro AD que esté contenida en él.
Sea E un punto tal que A — E — B y CFE es tangente
a la semi-circunferencia, determine el area del ACBE

(a) 1

3

) 3

c) 2

5

(d) 3
Solucion:

Respuesta correcta: Opcién b)

Considere la figura siguiente en donde P es el punto de tangencia de EC con la semi-circunferencia.

A D

AFE = PF por ser tangentes desde un punto externo, sea AE = PE = z.
DC = PC por ser tangentes desde un punto externo, asiPC = 2
Entonces BE =2 —x y EC = 2+ z, aplicando Pitdgoras al AEBC tenemos que

1
(2—x)2+4:(2—|—:U)2:>4—4m+x2—|—4:4—{—4x+x2:>4:8x:>x:5

Ahora, el drea del ACBFE viene dada por % -EB - BC es decir % . % -2 =

N

11. Si un nimero entero positivo n tiene exactamente 16
divisores positivos, entonces el producto de esos 16
divisores es

(a) n16
(b) n®
()

(d)

4

S 3 3

2

Solucion:

Respuesta correcta: Opcién b)
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Sean1=a1 <ag < ---,a15 < aig = n los 16 divisores a estudiar. Note que si a; es un divisor de n, entonces
también n/a; lo es. O sea, cada divisor tiene una pareja y dicha pareja es tinica. Note ademés que ajaig = n.
De igual manera, a;a17—; = n. Entonces

12. Si a,b son nuimeros reales positivos tales que

1 1 8 5 .9 5
a+b_3’a +b =5
determine el valor de a - b
3
(a) ]
(b) 3
3
(c) 1
8
4 2
(@) 5
Solucién:
Respuesta correcta: Opcién c)
118 ath_8
a b 3 ab 3
= 9(a + b)? = (8ab)?
= 9(a® + 2ab + b?) = 64a?b?
= 9(5 + 2ab) = 64a%b? sustituyendo a? + b? = g
— 2+ 18ab = 64a°b*
= 45+ 36ab = 128a%V?
— 0 =128a%b?> — 36ab — 45 resolviendo la cuadratica para ab
= ab = % o ab= 73—125

Como a, b son niimeros positivos entonces ab = %
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II Parte: Desarrollo Valor 21 puntos, 7 pts c¢/u

Instrucciones: Los siguientes ejercicios deben ser resueltos en las hojas adicionales que se le entregaron. Conteste
en forma ordenada, completa y clara. Se califica procedimientos y respuesta.

1. Rolando dibuja una serie de 2015 figuras con el siguiente orden:

ADOOODAODOCOOOA

Si selecciona al azar una figura que estd en una posicién multiplo de 5, determine la probabilidad de que
esta figura sea un pentigono.

Solucion:

Observe que hay un:

Tridngulo en las posiciones 1,7,13,...,1 4 6k

Cuadrado en las posiciones 2, 8,14, ....,2 + 6k y 6,12,18,...,0 4+ 6k
Pentagono en las posiciones 3,9,15,...,3+ 6k y 5,11,17,...,5 + 6k
Hexagono en las posiciones 4, 10, 16, ..., 4 + 6k

De esto se puede deducir también que, si se toma un nimero de la secuencia y se divide por 6, la figura que
esté en esa posicién quedard determinada por el residuo de esta divisién de la siguiente manera:

Residuo  Figura

0 Cuadrado
Triangulo
Cuadrado
Pentagono
Hezxagono
Pentagono

U W N~

Tomando esto en cuenta se puede observar un periodo en las figuras obtenidas, debido al periodo de los

residuos:
Numero: 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60

Residuo: 5 4 3 2 1 0 5 4 3 2 1 0
Figura: P H P C T C P H P C T C

Se observa que por cada grupo de 6 multiplos consecutivos de 5 hay 2 pentagonos

Finalmente, en 2015 nimeros hay 403 multiplos de 5, que es la cantidad total de casos y 403 = 67-6+ 1, por
lo que se tienen en total 67-2 + 1 = 135 pentdgonos de esos 403 casos. Por lo tanto la probabilidad buscada

es
135

403

2. Determine todos los cuadrados perfectos de cuatro cifras de la forma NNM M

Solucion:
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El niimero NN M M se puede factorizar como

NNMM = 10°N + 10°N + 10M + M
= 1100N + 11M
= 11- (100N + M)
11-(NOM)
Luego, el nimero NOM debe ser divisible por 11 y, de acuerdo con la regla de divisibilidad por 11, como N

y M son digitos su suma no supera la cantidad 18 y esta suma menos cero (digito en posicién par) debe ser
multiplo de 11, por lo que se cumple N + M = 11.

Las tinicas posibilidades para que dicha suma se dé son las siguientes:

(N, M) €{(2,9),(3,8),(4,7),(5,6), (6,5),(7,4),(8,3),(9,2)}

Por los que los candidatos serian:
209 = 11-19, 308 = 11-28, 407 = 11-37, 506 = 11 - 46, 605 = 11-55, 704 = 11-64 = 11-8%,803 =11-73 y
902 = 11 - 82.

Asi, con N =7y M = 4 se obtiene el nimero 7744 = 112 . 82,

3. En la figura adjunta JABCD es un cuadrado y ABEF es un tridngulo equildtero. Si el drea del DABC D
es un metro cuadrado, determine el area del ABEF

A B
F
D 5 C

Solucién:
Si EC = AF =z, entonces DF' = DE =1 — z. Note que 0 < x < 1.

El area del ABEF se obtiene restando al drea del JABCD las areas de los tridngulos AABF, ADFE y
ACFEB.

Luego,

dreadel ABEF = 1 — - —~— 2 —

2 2 2
= - 2-zrz—-2-142z—-2
; 2
1
= (1=

10
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Si y denota la medida de cada uno de los lados del ABEF, de acuerdo con el teorema de Pitagoras (aplicado
a los tres tridngulos mencionados anteriormente) se tiene que 22 +1 = y? = (1 —z)? + (1 — 2)% De esta
manera:

?+1=0-2)+01-2)?
2 4+1=201—z)

2 +1=2(1-2z+2°)
0=2—4dz+22%—2%2 -1
22 —dx+1=0
m—4i¢;€3ﬁ—2iﬁ

Py

De los valores anteriores, « no puede ser 2 + v/3 pues 2 +v/3 > 1; asi, z = 2 — V3.

drea del ABEF = %(1—1’2)
1 2
1
= 5 (-6+4v3)
= —3+2V3

11



