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INDICACIONES GENERALES

Estimado estudiante:

La Comision de las Olimpiadas Costarricenses de Matemé-
ticas 2022 le saluda y le da la méas cordial bienvenida a la
Segunda Eliminatoria Nacional de estas justas académicas,
deseandole los mayores éxitos.

La prueba consta de un total de 12 preguntas de seleccién

Puede consultar la lista de estudian-
tes clasificados a partir del viernes
8 de Julio, en la siguiente direcciéon
electronica:

www.olcoma.ac.cr

Gnica y 2 de desarrollo.

e Esta eliminatoria tiene un formato virtual por tanto las

respuestas a las preguntas que se le

formulan, deben ser consignadas UNICAMENTE en la plataforma de EstudiaU de la UNED. En los

casos debidamente justificados y comunicados a la comisién, se
ha entregado.
e Debe trabajar en forma individual.

haré en la hoja de respuestas que se le

e Los dibujos que aparecen en la prueba no necesariamente estdn hechos a escala.
e Los Unicos instrumentos cuyo uso se permite son los necesarios para escribir y dibujar. Se prohibe

el uso de libros, libretas de notas, tablas y calculadora.
e Fl examen tiene una duracién méxima de tres horas.

SIMBOLOGIA
AB segmento de extremos Ay B /ABC = /DEF  congruencia de angulos
AB medida de AB ANABC =2 ADEF  congruencia de triangulos
E rayo de extremo A y que contiene a B ABC <+ DEF correspondencia respectiva

entre puntos

@ recta que contiene los puntos A y B ANABC ~ ADFEF semejanza de tridangulos
/ABC angulo de rayos ﬂ y B?’ AB=CD congruencia de segmentos
mZABC medida de ZABC AB arco de extremos Ay B
ANABC tridngulo de vértices A, B, C mAB medida de AB
OABCD  cuadrilatero de vértices A, B, C, D (ABC) area de AABC
I paralelismo (ABCD) area de JABCD
1 perpendicularidad P—-Q-R P, Q, R puntos colineales,

con @ entre los puntos Py R
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I Parte: Seleccion tinica Valor 24 puntos, 2 puntos c/u

Instrucciones:En cada uno de los siguientes ejercicios se le proporcionan cuatro opciones de respues-
tas, resuelva cada ejercicio y seleccione la opcién que antecede a la respuesta correcta.

[tems II Eliminatoria

1. De acuerdo con los datos de la figura en la cual AB = 3, BC' = 4, el valor de EF corresponde a

125
144

144
125

108
125

125
108

e Opcion correcta: (b)

e Solucion:
Por Pitagoras se tiene que AC' =5
Si «a = m/ZBAC y B = m/ZACB, y se realiza la suma de angulos internos para todos los
tridngulos rectangulos formados en el interior del AABC, se tiene:
Por tanto AABC ~ ANADB ~ ADEB ~ ADFE por criterio AA.

Usando AABC y AADB se tiene que

AC’_BC:>5_ 4 :>BD—12
AB BD ~ 3 BD 5

Usando AABC y ADEB se tiene que

AC AB ) 3 36
BD - ED = ? = %D = FED = % Usando AABC y ADFFE se tiene que
AC  BC 3 4 144
ED EF % EF 125
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2. Dada la siguiente figura se tiene que CD || AB, AB =2CD y DB = 3EB, determine ((DC?E))
D c
(a) 9 ""._‘
(b) 3
© 3 i
(d) 3

e Opcion correcta: ()

e Solucién: La razén de las alturas h; del trapecio JABCD y hy del ADCE desde la base DC

viene dada por E = % = —, asi tenemos:
he DE 2’
(OABCD)  hy-(DC+AB)  hy 3DC _§.3_9
(ADCE) ho - DC ho DC 2 2
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3. Considere las siguientes listas de niimeros escritos en forma fraccionaria:
0 1 2 2021 2022

Lista 1: , , e , .
20227 2022 2022 20227 2022

0 1 2 9098 9099
Lista 2:

© 9099790997 9099 "7 9099 9099
En la primera lista se tiene 2023 fracciones y en las segunda lista se tiene 9100 fracciones. La
cantidad de fracciones de la primera lista que son iguales a la segunda lista corresponde a

e Opcion correcta: (b)

e Solucién: Se tiene 1012 fracciones iguales de la primera lista con la segunda lista. Observe que

k 9
2022 = 2- 1011 y 9099 = 32 - 1011. Luego, 267@ = g 51 ¥ solo si % = § v entonces k = 5‘7
por lo que k seré entero si j es par. Para cada j par, con 0 < j < 2022, se tendran que esté

2022
en la segunda lista y de estos niimeros hay 1012.
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4. Si Diana piensa en dos nimeros naturales, tales que, si los suma o los resta el resultado es un
nimero primo, pero la diferencia de sus cuadrados es 253, entonces el producto de los ntimeros
que Diana esta pensando corresponde a

(a) 102
(b
(c
(d

253

w
oo

)
)
) 32
)

476

e Opcion correcta: (a)

e Solucioén:
Tomemos x como el niimero mayor y y como el niimero menor.
Se tiene que x + y es primo y  — y es primo.
Ademas z? — y? = 253
Como 253 =11-23
Usando la formula notable
2? —y® = (z —y)(z +y) = 253
(x—y)(x+y)=11-23
entonces x +y =23y —y =11
Por lo que x = 17 y y = 6 El producto de estos ntimeros es 17 - 6 = 102
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5. Sean z,y numeros reales que satisfacen la igualdad (4 — 1)2 + (bx + 3y)2 = 0. Determine el
valor de = — y.

e Opcién correcta: d

e Solucién:
Para que la expresion (42 — 1)+ (52 + 3y)? = 0 debe cumplirse que (42 — 1)* = 0y (5z + 3y)* =
0. Asi:
dr—1=0=2z= i

Sustituyendo este valor en 5z + 3y = 0 se tiene

1 -5 -5
5-Z+3y—0:>3y—72>y—§
Finalmente,
1 =5 2
YT T 12 T
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6. La cantidad de ntimeros positivos de tres digitos que son divisibles por 12 pero que no son
divisibles por 9 es

(a) 45
(b)

()
(d) 60

at
s}

55

e Solucién:
Los ntmeros de tres digitos divisibles por 12 van desde 108 = 12-9 hasta 996 = 12-83, los cuales
son 83 — 9+ 1 = 75 ntimeros.

De estos se deben restar los que son divisibles por 9, es decir, ntiimeros que son divisibles por 12
vy 9 al mismo tiempo. Como el minimo comiin multiplo de 12 y 9 es 36, dichos niimeros deben
ser divisibles por 36. Luego, la cantidad de ntimeros de tres digitos divisibles por 36 van desde
108 = 36 - 3 hasta 972 = 36 - 27, los cuales son 27 — 3 + 1 = 25 ntmeros.

Entonces hay 75 — 25 = 50 ntimeros que cumplen lo pedido.
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7. Si a, b son numeros reales tales que @a_ 4 , entonces el valor de — es
a+b 2b+a 2a2

Wl ot ot Ot W

e Solucién:

2;+;=2‘;+I; = (2b—a)(2b+a) = (a—b)(a+Db)
= 4 —a?2=a%-b?
= 5b% = 2a>
= bzzga2
5

32 3- %(LQ 3
2a2 2a2 5§
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8. Sea JABCD un cuadrilatero tal que mZBAD = 60°, m/ABC = 90° y mZADC = 120°. Si M

es el punto medio de BC, mZCMD = 45° y M D = 6, entonces el valor de AB es

a) 3v2+2v6
b) 2v2+ 36
(c) 4V6
(d) 6v2

Solucion:

Como la suma de los dgulos internos de un cuadrilatero es 360°, de la informacién dada se deduce
que mZBCD = 90°. Sea N el pie de la perpendicular a AB desde D, entonces JBCDN es un
rectangulo.

El AMCD es rectangulo isosceles, con M D = 6, de donde MC = CD = 3v/2. Entonces
BN =32y BC =ND =6y2.

Luego, el AAND es semiequilatero, con mZBAD = m/ZNAD = 60° y ND = 61/2, de donde
AD =46y AN = 21/6.

Entonces, en AB = 3v2 + 2\/6,

(
(

A
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9. Hay tres cajas con bolas azules (A) y rojas (R), una de las cuales tiene tres azules, otra dos azules
y una roja, y otra una azul y dos rojas. Se tienen etiquetas AAA, AAR y ARR para identificarlas
(segun la cantidad de bolas azules y rojas en cada caja), pero la persona encargada de hacerlo
se equivoca y coloca mal todas las etiquetas. Es decir, ninguna etiqueta corresponde con la caja
respectiva.

El menor ntiimero de bolas que hay que sacar, sin ver el interior de la caja, para poder determinar
con total certeza el contenido correcto de las tres cajas es

(a) Una bola

(b) Dos bolas

(c) Tres bolas

(d) Cuatro bolas
e Opcion correcta: (b)

e Solucion: Empezamos viendo que sacar una bola no es suficiente. Por ejemplo, independiente de
la caja de la que se escoja sacar la bola, si la bola que se saca es azul no es posible concluir nada,
pues las tres cajas tienen al menos una bola azul.

Vamos a demostrar que sacar dos bolas es suficiente. Tomemos dos bolas de la caja con etiqueta
AAR. Sabemos que esta caja corresponde a alguna de las configuraciones AAA o ARR. Si alguna
de las dos bolas es roja, entonces su etiqueta correcta tuvo que haber sido ARR; a partir de
esto deducimos que la etiqueta correcta de la que tiene AAA tuvo que haber sido AAR, y por lo
tanto la de ARR tuvo que haber sido AAA. En caso contrario, es decir, si las dos bolas fueron
azules, entonces su etiqueta correcta tuvo que haber sido AAA; a partir de esto deducimos que
la etiqueta correcta de la que tiene ARR tuvo que haber sido AAR, y por lo tanto la de AAA
tuvo que haber sido ARR.

10
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10. Considere un cuarto de circulo con un rectangulo inscrito como se muestra en la figura (la cual
no esta hecha a escala). Si la longitud de la base del rectangulo es 15 y la longitud del segmento
restante es 2, entonces la razén entre las adreas del cuarto de circulo y el rectdgulo corresponde a

2897
(a) ——
480

2891
b) 220
(b) 900

17w
(c) 60

@ 7

e Opcion correcta: (c)

e Solucion: En primer lugar, observamos que el radio del circulo es 17. Con esto podemos calcular
el area del cuarto del circulo ) 980
i
C=-m-177="".
4" 1
Para determinar el area del rectangulo hay que encontrar la altura h. Para este fin usamos el

teorema de Pitagoras:
h? + 152 =177 = h* = 17° — 15 = 64

Por lo tanto, h = 8 y el area del rectdngulo es R = 15-8 = 120. Con esto deducimos que la razén

entre las areas del cuarto de circulo y el rectagulo es

C 2897

R 480 °

11
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11. Tres amigas Alexandra, Mariel y Soffa lanzan dos dados al aire. Alexandra les propone establecer
un evento con la sumas de los nimeros obtenidos en las caras al caer y ver quién gana. Mariel
indica que la suma serd un cuadrado perfecto. Soffa menciona que la suma serd un miltiplo de
5, mientras que Alexandra dice que la suma serd un nimero mayor que 9. Con certeza se puede
asegurar que

(a)

(b)

Alexandra tiene la
mayor probabili-
dad de ganar.

Mariel tiene la
mayor probabili-
dad de ganar.

Sofia tiene la ma-
yor probabilidad
de ganar.

Mariel y Soffa tie-
nen la misma pro-
babilidad de ga-

nar

e Opcién correcta: d

e Solucion:
Al lanzar dos dados al aire se tienen 6 -6 = 36 posibilidades. En la siguiente tabla se detallan las
sumas:

Mariel: P(M) = —

Sofia: P(S) =

Alexandra: P(A) = —

7
36

s

36
6
36

2131415 |6 |7
31456 | 7|8
4156|789
516|718 ]9 |10
67|89 |10 |11
7181911011 12

Se puede concluir que Mariel y Sofia tienen la misma probabilidad de acertar.

12
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12. Un entrenador de atletismo programa un calentamiento con sus muchachos de la siguiente forma:
Coloca una linea de salida y a 20 metros de la linea de salida coloca un primer cono, a partir de
este coloca 24 conos méas a 8 metros de distancia uno de otro. Los atletas deben tocar el primer
cono y regresar a linea de salida, luego tocar el segundo cono y regresar a linea y asf sucesivamente
hasta tocar el cono 25 y regresar a la linea. Al finalizar el calentamiento, la distancia en metros
recorrida por cada atleta es

(a) 2900m
(b) 3100m
(c) 5800m
(d) 6200m

e Opcién correcta: ¢

e Solucioén:
Observe que cada atleta debe regresar a linea por lo cual el recorrido se duplica. Sea d la distancia
total recorrida, de esta forma se tiene que

d=2-(20+(20+8-1)+ (20 +8-2) + ... + (20 + 8 - 24))
=2-(20-25+8-(1+2+3+..+24)

24 - 25
:2-<20~25—|—8- 5 )

=2 (500 + 8 - 300)
= 22900
= 5800

13
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I1 Parte: Desarrollo Valor 14 puntos, 7 puntos c/u

Instrucciones: Conteste (o resuelva) en forma clara y ordenada los siguientes ejercicios. En esta parte
deben desarrollar y escribir todos los procedimientos que le permitieron llegar a su respuesta.

1. Alexander, Erick y Leonel juegan un juego durante k rondas. En cada ronda se asigna x puntos al
que finalice primero, y puntos al segundo y z puntos al tercero, con = > y > z > 0. Al finalizar el
juego, Erick obtiene 21 puntos, Leonel 11 puntos y Alexander 8 puntos. Si Leonel gand la primer
ronda entonces, ;quién obtuvo mas veces el segundo lugar?, ;cuantos turnos se jugaron? ;cual
fue la distribucién de pts que realizaron?

Solucioén:

Observe que la cantidad de puntos asignada por turnos corrresponde a x + y + z. Si se juega k
turnos y el puntaje final del juego fue de 21, 11 y 8 entonces k(x + y + z) = 21 + 11 4+ 8 = 40.
Ademaés, x >y > z > 0, con lo cual se deduce que z > 1,y > 2y x > 3, es decir, t +y + z > 6,

por lo tanto, la cantidad méxima de turnos jugados fue k < 5 con k siendo un divisor de 40.
De esta forma k € {1,2,4,5}

a) Si k = 1y Leonel gano la primer ronda entonces contradice la hipotesis x > y > z > 0,
ademas el ganador final fue Erick.

b) Sik =2y Leonel gano la primer ronda significa que el puntaje maximo otorgado por turno
es menor a 11, por cual seria imposible que Erick obtenga 21 puntos en 2 turnos, si en el
primero no gano.

c) Si k =4, entonces x + y + z = 10. Las posibles tripletas que cumplan dicha condicién son
(7,2,1), (6,3,1), (5,4,1), (5,3,2).

1) Si el puntaje elegido es (7,2,1) y Leonel gané la primer ronda, entonces Erick debera
ganar las otras tres rondas pero igualaria los 21 pts y necesariamente sumé pts en la
primer ronda. Por lo tanto, no es posible.

2) Sies (6,3,1) y Leonel gand la primer ronda, entonces Erick gané las otras 3 rondas y
finaliza segundo en la primer ronda para satisfacer lo indicado en la hipo6tesis, mientras
Leo gana la primera, un segundo lugar en cualquiera de las otras 3 rondas y tercero en
otras dos, por cual Alexander se ubicaria segundo en 2 de las rondas. Esta distribucion
cumple lo indicado.

3) Sies (5,4,1), al ganar Leonel la primer ronda, sera imposible que Erick sume 21 pts.

4) Sies (5,3,2), al ganar Leonel la primer ronda, sera imposible que Erick sume 21 pts.

d) Sik =5, entonces x +y + z = 8, por lo cual las posibles tripletas de distribuciéon de puntos
es (4,3,1) y 5,2, 1.

1) Siel puntaje elegido es (4, 3,1) y Leonel gano la primer ronda, entonces Erick no llegara
a 21 pts ni ganando las 4 rondas restantes.

2) Sies (5,4,1), al ganar Leonel la primer ronda, Erick debera ganar las otras 4 rondas
y haber quedado tercero en la primer ronda. Alexander necesariamente queda segundo
en el primer ronda, y tendra que quedar tercero en las otras 4 para sumar los 8pts en
total y finalmente Leonel sumara 5 de la primer ronda y serd segundo en las otras 4
pero sobrepasa los 11 pts obtenidos en total.

Se jugaron 4 rondas, con una distribuciéon de puntos (6,3,1) y Alexander fue quién obtuvo més
veces el segundo lugar.

14
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2. Considere a y b enteros positivos, con b < 15. Si 102022

digitos de a + b.

= 15a + b, determine la suma de los

e Solucion: Observe que cuando dividimos las potencias de 10 entre 15 obtenemos el siguiente

patron:
102 =156+ 10
10° = 15-66 + 10
10* = 15-666 + 10
10° = 15 - 6666 + 10
10% = 15 - 66666 + 10
n—1
10" = 15 - 66666 - - - 6666666 + 10
Es decir
2021
102922 = 15 - 66666 - - - 6666666 + 10
2021 2021

con lo cual a = 66666 - - - 6666666 y b = 10. Finalmente a + b = 66666 - - - 6666676
entonces la suma de los digitos de a + b corresponde a 6 - 2020 + 7 = 12127.

15



