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Final 2023 - Soluciones I Nivel

1. Enunciados

1. Juan elige niimeros enteros z,y, z, que deben cumplir la siguiente condicién: cada uno de ellos
debe ser mayor o igual a —25 y menor o igual a 15. Con los niimeros que toma Juan realiza el
siguiente calculo:

Juan quiere obtener el menor resultado posible del célculo numérico anterior. Determine los
valores de z,y, 2z que Juan debe tomar para lograr su objetivo y cual es ese menor resultado
posible.

Solucidén: Para lograr el menor resultado posible es necesario que los términos que se estan
sumando sean lo menores posibles y los términos que se estan restando sean lo mas grandes
posibles.

Para 2% se desea que sea lo més pequefio posible, como es grado par no vamos a tener restados
negativos, por lo que el menor valor que se puede alcanzar el es 0 y esto se alcanza cuando z = 0.

Para el término z'%, al ser una potencia impar si puede dar resultados negativos, por lo cual se
deben tomar valores de z negativos para obtener el resultado menor. Esto se alcanza tomando el
menor negativo posible, en este caso para z = —25.

Para —y” se busca que y” sea el valor grande posible para que —y” sea el menor posible. Como
y” puede generar valores positivos o negativos, dependiendo de la base, debemos conseguir una
base positiva. Asi y = 15 es ese valor que buscamos.

Finalmente el menor resultado posible es

(0)° + (—25)"° — (15)"
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2. Determine todos los ntimeros de tres digitos menores que 300 con exactamente 12 divisores
positivos.

Solucién: Sea n = p{* - p3? - ... p27, donde py, pa,- - ,pr son primos distintos y oy, ag, -+, ap
son enteros positivos. El nimero de divisores positivos de n es d(n) = (a1 +1)(ag+1) - - (ar +1).

Se analizan todos los casos posibles para encontrar los nimeros de tres digitos menores que 300
con exactamente 12 divisores positivos :

a) Caso I: n = pil se obtiene 2! = 2048, que es un ntmero mayor que 300, por lo que este
caso se descarta.

b) Caso II: n = p{* - p5?. Se presentan los siguientes subcasos:
1) n=p}-ph
= Sip; =2y py =3, se obtiene 96, que no es un numero de tres cifras.

» Sipr =2y pe € {57} se obtienen 160 y 224. Por otro lado, si ps > 7 se obtienen
nimeros mayores que 300.

= Sip; =3y pa > 2 se obtienen ntimeros mayores que 300.
= Cuando p; > 5 se obtienen niimeros mayores que 300.
2) n=pi-pj
» Cuando p; = 2y p2 = 3 se obtiene 72 que no tiene tres cifras. Si py = 2y p2 € {5,7}
se obtiene 200 y 392. Por otro lado, si pa > 7 se obtienen nimeros mayores que 300.

= Cuando p; = 3 y p2 = 2 se obtiene 108 Por otro lado, si ps > 5 se obtienen ntmeros
mayores que 300.

= Cuando p; > 5 y p2 > 2 se obtienen nimeros mayores que 300.

c¢) Caso III: n = p{* - p5? - p3®. Se presentan los siguientes subcasos:

1) n=pi py pi
» Cuando p; =2, po =3y p3 € {5,7} se obtiene 60 y 84, que no tienen tres cifras. Si
p1=2,p2 =3y ps € {11,13,17,19,23} se obtienen los siguientes ntimeros: 60, 84,
132, 156, 204, 228, 276. Por otro lado, si p3 > 23 se obtienen niimeros mayores que
300.

= Cuando p; = 3, po =2 y p3 = 5, se obtiene 90, que no es un nimero de tres cifras.
Sip; =3, p2 =2y ps € {7,11,13} se obtienen los siguientes numeros: 126, 198, 234.
Por otro lado, si p3 > 13 se obtienen ntmeros mayores que 300.

= Cuando p; = 5, p2 = 2 y p3 = 3 se obtiene 150. Si ps > 3 se obtienen ndimeros
mayores que 300.

= Cuando p; = 7,p2 = 2 y p3 = 3 se obtiene 294. Por otro lado, si p3 > 3 se obtienen
nimeros mayores que 300.

= Cuando p;1 > 11 y pa,p3 > 2 se obtienen numeros mayores que 300.

Por lo anterior, los nimeros de tres digitos menores que 300 con exactamente 12 divisores positivos
son:

108,126, 132, 150, 156, 160, 198,
200, 204, 224, 228,234, 276, 294 .
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3. En la figura el AABC es un triangulo isosceles cuyos lados congruentes son AB y AC. Ademis,
GB1BC,con G—D —E; m/ABF =60°, m/DCB =50°, AE = EBy EF = FB. Demuestre
que GB = GFE.

we
[eL

Solucién: Sea © = m£LBAC, como AE = EB entonces el AAEB es isésceles y m£BAE =
m/ABE = x entonces por el teorema del dngulo externo mZBFEC = 2x, por otra parte como
m/ABF = 60° entonces m/EBF = 60° — x. Pero como FF = FB, el AEFB es isosceles y
entonces 2x = 60 — z, con lo cual x = 20°.

Como el AABC es isosceles y mZBAC = 20° entonces mZABC = m/ACB = 80° lo que
implica que m/FBC = 20° y m/BFC = 80° con lo cual AFBC es isésceles y BC = BF.
Ademés como mZDCB = 50° y mZDBC = 80° entonces mZBDC = 50° y el ADBC' es
isésceles y DB = BC' = BF.

Como m/DBF = 60° y DB = BF el tridngulo ADBF es equilatero. Eso implica que DF =

BF = EF por lo tanto ADFEF es isosceles y la mZDEF = 70°, con lo que mZGEB = 30°.
Pero como GB1L BC' entonces m/GBE =30 vy AGBE es isosceles, finalmente GB = GE.
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4. En un juego recreativo de la XXXV final nacional de Olimpiadas, Pedro colocé cubitos de lado
uno para formar un cubo maés grande. Luego y pinté algunas de las caras del cubo grande que se
formo con los cubitos pequenos. Después de que pintéd esas caras, separ6 los cubitos pequenos y
se dio cuenta de que 45 de ellos no tenfan ninguna cara pintada. ;Cuantas caras del cubo grande
pint6 Pedro?

Solucién:

a)
a)

Si tenemos un cubo formado por 3 x 3 x 3 = 27 cubitos no podran quedar 45 cubitos sin
pintar.

Si tenemos un cubo formado por 4 x 4 x 4 = 64 y pinta una cara, tendrd 64 — 16 = 48
cubitos sin pintar, es decir que no puede pintar otra cara y dejar 45 cubitos sin pintar, ya
que si pinta una segunda cara que comparte una arista con la cara ya pintada, entonces
tendra 12 cubitos més pintados, y los no pintados serdn 64 — 16 — 12 = 36, mientras que si
pinta dos caras paralelas tendra 64 — 16 — 16 = 32 cubitos sin pintar.

Si tenemos un cubo formado por 5 x 5 x 5 = 125 y se pinta la base y la tapa, se tiene sin
pintar 125 — 50 = 75 necesitamos pintar dos caras paralelas, con lo cual se tiene 30 cubitos
més pintados, por lo tanto 125 — 50 — 30 = 45. Se necesitan pintar 4 caras.

Si tenemos un cubo formado por 6 X 6 X 6 cubitos, el cubo que esta en la parte interior del
cubo mayor es un cubo de 4 X 4 x 4 = 64 cubitos que no estarfan pintados y el problema
nos dice que tnicamente 45 cubos pequenios no tienen caras pintadas. Por lo tanto, nuestro
cubo grande estara formado por a lo mas 5 x 5 x 5.
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5. Considere el triangulo AABC'. Sea M el punto medio de BC, @ un punto de AC y P un punto
de BC de tal forma que JAPMQ es un trapecio. Demuestre que el drea de JABPQ es igual a
la de APQC.

Solucién: Considere el punto medio del lado BC, llamado M y trace el segmento AM. Note
que este segmento corresponde a una mediana del tridngulo, por lo que el area del tridngulo
(ABM) = (ACM).

Ahora, considere el punto P en el segmento BM, trace el segmento PA y construya una recta
paralela a este de forma que interseque al segmento AC. Llamaremos al punto de interseccion Q.

Luego, trace el segmento AM y el segmento PQ). Llamaremos al punto de intersecciéon de estos
segmentos R.

El segmento solicitado es PQ, y divide al triangulo en dos areas de igual medida, el 4rea del
cuadrilatero JBAQP y el area del tridngulo A PQC.

Se tenia que
(ABM) = (AMC) = (ABPR) + (PRM) = (RQCM) + (ARQ)
Ademads, note que

(ABPQ) = (ABPR) + (ARQ)
(PQC) = (MRQC) + (PRM)

Por lo que para demostrar la igualdad de las dreas (BAQP) y (PQC') basta con mostrar que el
area (ARQ) es igual al area (PRM).

Note que el trisgngulo A APQ y el tridsngulo A AMP tienen en comtn la base AP, y también
tiene una altura de igual medida, porque los segmentos AP y QM son paralelos entre si, por lo
que las 4reas son de esos tridngulos son iguales.

Ahora, si al drea de los tridngulos A APQ y A AMP se le resta el area en comin (APR), se
obtiene que (AQR) y (PRM) son iguales y, por lo tanto las areas (BAQR) y (PQC) son iguales.
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6. Encuentre todos los nimeros de seis digitos M = abcdef, con a # 0, tales que al mover el altimo
digito f a la primera posicién se obtiene un nimero N = fabcde que satisface

M 35

N 23

Soluciéon: Empezamos escribiendo el ntiimero de 5 digitos m = abede, de forma que M = 10m+ f
y N = 10°f + m. La condicién del problema nos da que

23(10m + f) = 35(10°f +m) = 195m = (35 - 10° — 23)f.

Como 5 divide al lado izquierdo y no divide a 35 - 105 — 23, entonces 5 divide a f. Esto implica
que f =00 f = 5. Sin embargo, si f = 0 se obtiene que m = 0, lo cual no es posible. Por lo
tanto, f = 5 y asi concluimos que

(35-10° —23) -5 3499977 1166659
195 -~ 3.13 13

= 89743.

m =

De esta forma concluimos que el iinico numero de seis digitos que cumple la condicién del problema
es 897435.



