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1. Primer dia

1. Sea ABCD un paralelogramo cuya drea mide 144 cm2ﬁa E el punto medio de AC, F' un punto
en AB tal que E'F es paralelo a BC'y P un punto en AFE tal que 3PF = AFE. Determine el area
del tridngulo AF'P.

Solucion: Considere la siguiente figura.

B C

A

En primera instancia, como EF es paralelo a BC y E es punto medio de AC, entonces F' debe
ser punto medio de BA.

Por otro lado, considere la recta que contiene al segmento EF y la recta paralela a F'A que pasa
por E y que interseca al lado AD en H. Note que se divide el cuadrildtero en cuatro partes
iguales, por lo que

144
y como el segmento AE es una diagonal de JAFEH, entonces
36
(AFE) = 5 = 18

Por tltimo, considere h la altura del AAFE sobre el lado AE desde el vértice F. Note que h es
la altura para AAF P y también para AFPFE, entonces

(AFP) + (FPE) = 18

AP-h  PE-h _

= 18
2 + 2
N 2PE-h+PE-h_18
2 2
N 3PE-h:18
2
= PE-h=12
AP
= —-h=12

2

= (AFP)=12
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2. Sean m,n € Z y p un primo menor que 11. Considere que m y n son mayores que p, donde p no
divide a m o no divide a n. Determine los valores de p tales que m? 4+ n? no sea divisible por p.

Solucién:

Sin pérdida de generalidades note que si p no divide a m entonces por el algoritmo de la division
se tiene que existen c € Zy r € {1,2,...,p — 1} talque

m=p-c+r,

de donde se tiene que

m?=(p-c)>+2p-c-r+r

Exhaustivamente podemos considera uno a uno los valores {2,3,5,7}. Si p = 2 entonces r € {1}
de donde se tiene que el residuo de la suma de los cuadrados de m y n pertenecen al conjunto
{1,2}, en el caso que sea 2 no se tiene lo que se quiere. (Aqui también funciona un contraejemplo)

Ahora, si p = 3 entonces r € {1} de donde se tiene que el residuo de la suma de los cuadrados
de m y n pertenecen al conjunto {1,2}, y en cualquier caso 3 no divide a m? + n?.

En el caso p = 5 entonces r € {1,4} de donde se tiene que el residuo de la suma de los cuadrados
de m y n pertenecen al conjunto {1,2,3,5}, en el caso que sea 5 no se tiene lo que se quiere.

Ahora, si p = 7 entonces r € {1,2,4} de donde se tiene que el residuo de la suma de los cuadrados
de m y n pertenecen al conjunto {1,2,3,4,5,6}, y en cualquier caso 7 no divide a m? + n?.

Entonces, se tiene que los valores de p € {3,7}.
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3. Suponga que se quiere disenar un torneo de futbol de dos etapas con seis equipos tales que la
primera etapa cumple las siguientes condiciones:

Hay dos equipos que disputan la misma cantidad de partidos.
Los otros cuatro equipos disputan distinta cantidad de partidos.

Existe la posibilidad de pasar a la siguiente etapa sin disputar ningin partido.

iDe cuantas formas se puede disenar la primera etapa del torneo?

Solucién: Sean A y B los dos equipos que disputan la misma cantidad de partidos y sea v dicha
cantidad. Ademaés, sean x, y, z, y w la cantidad de partidos que disputan los otros equipos.
Supongamos que = >y > z > w.

En primer lugar se debe notar que « + y + z + w es par. Ademaés, si alguno de estos niimeros es
0, entonces otro no puede ser 5. Consideremos los siguientes casos:

Si v = 5, entonces todos los demas equipos deberan disputar partidos con A y con B, de
modo que x,y, z,w > 2 lo cual no es posible.

Si v = 4, se tiene que si w = 0, entonces los equipos que disputan x, y, z partidos deberan
enfrentarse a A y a B, por lo que todos ellos serian mayores o iguales que 2, es decir 2, 3,
5, v eso no es posible pues 0 y 5 no pueden estar juntos. Por lo que debe darse que x = 5,
y=3, 2z =2, w=1, pero esto tampoco es posible pues no tiene suma par.

Si v = 3, entonces se tienen dos posibilidades:

a) x =5, y=4, z=2y w =1, este caso si es posible y el niumero de formas estd dado
por 6 X 5 x4 x 3 x2="720.

b) x=4,y=2,z=1, w =0, este caso no es posible pues no tiene suma par.
Si v = 2, entonces se tienen dos posibilidades:

a) x=5,y=4,z=3y w=1, pero este caso es imposible pues no tiene suma par.

b) x =4,y =3, z=1, w =0, este caso si es posible y el niimero de formas estd dado por
6x5x4x3x2="720.

Si v =1, entonces 5 y 4 no pueden aparecer juntos, asi que debria darse que x =4, y = 3,
z =2y w =0, pero la suma no es par y, por tanto, este caso es imposible.

Si v = 0, entonces ninguno de z,y, 2z, w puede ser 5 y 4, por lo que este caso es imposible.

El ntmero de formas en que se puede disefiar el torneo es de 1440.
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2. Segundo dia

4. Considere las siguientes tres sucesiones, con n un namero natural mayor o igual a uno:

103n+3 _ 102n+3

" q, = 9
7 102n+2 _ 10n+1
Tl )
9
n+2
e N——
sy =111,¢0 = 1111,...,¢, = 1111...11

Determine la suma de los digitos de s, = an + by + ¢ -
Solucién: Busquemos un patrén de como se comportan las sucesiones:

a) La sucesion ay:
~105-10°  10°(10—1)

= = = 10° = 100 000
" 9 ) 7 7 )
10¥ - 10 107 (100 — 1 99
a4y = ——5— = ( 5 ) :107-52107-11=110000000
103n+3 _ 102n+3 102n+3 (10n _ 1)
a?’L = 9 = 9 =
10245 G35 ~ ~ =
an = (9 ):1o2n+3(111...11):111...11000...00
b) La sucesion by,:
10 — 102 102 (100 — 1
by =T :7-(9) =7-10%(11) = 102 - (77) = 7700
105 — 103 103 (1000 — 1
by =17- — = 7. (9) =7-103(111) = 103 - (777) = 777000
102n+2 _ 10n+1 10n+1 10n+1 -1
9 9
n+1
107 +1 (999...99) ,_nj\; ,_n./tl_\,_n/tl_\
b,=17- 9 =7-10""1(111...11) =777...77000. .. 00
n+2
2 9999...99 1072 —1
¢) Segun lo anterior, la sucesion ¢, = 1111...11 = 9 = 5 .
d) Ahora la suma de las tres sucesiones s,
Digitos
Sucesiones n 1 n+1 n+1
Gp = 11...11 0 00...000 00...000
b, = 77...777 00...000
Cn = 1 11...111
Sp = 11...11 0 77...778 11...111

n n n+1
—— N —
Sp=11---11077...77811...111.
Por lo tanto la suma de los digitos de s, esn+T™m+8+n+1=9n+9.



Final 2023 - Soluciones IT Nivel

5. En la figura adjunta se muestra un trapecio ABCD tal que AB || CD, AD = AB+ CD, P es
un punto en AD tal que AP =ABy PD =CD.

Ademsés, sea @ el punto medio de BC y R un punto tal que A — R — P, /ZRAQ = ZRBQ y
ZQAB = ZQRB. Asuma que ZBPC = 90° y pruebe que QB = QR.

Solucién:

Considere la siguiente figura:

Como ABPC es rectangulo y @) es el punto medio de la hipotenusa BC', entonces se cumple que
PQ = (@B.

Si llamamos « al angulo DPC, entonces ZAPB = 90° — .. Luego, como AB = AP, se tiene que
ZABP =90° —ay asi ZPAB = 180° —2(90° — a) = 2a.

Ademéas, como AB = AP, entonces AAPQ es congruente con AABQ, por lo que ZPAQ =

ZQAB = a.
Luego, como ZQAB = ZQRB, se tiene que ZQRB = ZQBR y de este modo AQRB es isosceles
con @B = QR.
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6. Sea A un numero real distinto de cero. Considere el polinomio p dado por
p(x) = 2* + 2423 4+ 24%2% + 243y 4 54*
Determine el valor minimo de p(x).
Solucidén: Reescribiendo p(z), para utilizar la primera formula notable se tiene que
p(z) = 2t + 2423 + A% + A222 + 2432 + 5A%

= 2%+ 22%Ax + A%2? + A%2? + 2AA? + 544
= [(2?)% +2(2?)(Az) + (Az)?] + [(Az)? + 2(Ax) A + (A?)?] + 441
= (22 + Az)” + (Ax + A%)? 4441
= (224 Az)® + (Ax + A%)° + (242)%

En consecuencia, p(z) es una suma de cuadrados, y como cada cuadrado es mayor o igual que
cero entonces se cumple que

p(z) = (2* + Aac)2 + (Az + A2)2 + (2A2)2 >0.
Por otro lado, el término (242)? no depende de x, de modo que
p(z) = (z° + A:U)2 + (Az + A2)2 + (2A2)2 > (2A2)2 :
Finalmente, basta comprobar que este valor se alcanza. Para esto, las otras dos expresiones que

dependen de x deben ser iguales a cero, pero el cuadrado de un nimero es igual a cero si y solo
si el nimero es igual cero. Esto es

2?4+ Ar =0
Az + A2 =0
en cuyo caso la tnica solucion es z = —A. Por lo tanto, el valor minimo de p(z) es 4A%.



