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Problema 1. Sea N el conjunto de enteros no negativos. Considere una funciéon f: N — R tal
que f(0) =1, f(1) =1y para todo entero n > 1 se cumple que

fn+1)f(n—1) =nf(n)f(n—1)+ (f(n))*

£(2023)

Determine el valor de .
f(2022)

Problema 2. Encuentre todos los pares ordenados de enteros positivos (r, s) para los que haya

exactamente 35 pares ordenados de enteros positivos (a, b) tales que el minimo multiplo comin
de a y b sea 2" - 3°.

Problema 3. Sea ABCD ... KLMN un poligono regular de 14 lados. Demuestre que las
diagonales AF, BG y CK concurren.
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Problema 4. Un profesor quiere que sus N estudiantes se conozcan, por lo que realiza diversos
clubes de tres personas, de forma que cada estudiante puede participar en varios clubes. Los
clubes son formados de manera que si A y B son dos personas, entonces existe un unico club
tal que A y B sean dos de sus tres integrantes.

1. Demuestre que no hay manera que el profesor forme los clubes si N = 11.

2. Muestre que el profesor si puede hacerlo si N = 9.

Problema 5. Sea t un niimero real positivo tal que t* +¢=* = 2023. Exprese el valor de 3 +¢73
en la forma av/b, donde a y b son enteros positivos.

Problema 6. Dado un entero positivo N, defina u(/V) como el nimero que se obtiene al mover
el ultimo digito (el de las unidades) como primer digito; por ejemplo, u(2023) = 3202.

1. Encuentre un entero positivo N de 6 digitos tal que

u(N) 23
N 35

2. Demuestre que no existe ningtin entero positivo N con menos de 6 digitos tal que

u(N) 23
N 35

z

Tecnologico ONIVERSIDAD u | I i
de Costa Rica NACIONAL erei
ONAL =

nive
Técnica Nacional

Ministerio I UNIVERSIDAD DE I I <

de Educacién Publica COSTARICA

mi




Problema 1. Sea N el conjunto de enteros no negativos. Considere una funcién f : N — R tal
que f(0) =1, f(1) =1y para todo entero n > 1 se cumple que

fn+ D f(n—1) =nf(n)f(n—1) + (f(n)*

£(2023)
£(2022)°

Determine el valor de

Soluciéon. Al dividir la ecuacion por f(n —1)f(n) obtenemos que

1
1) )
f(n) f(n—1)
Si g(n) = f(n+1)/f(n), entonces la relacion anterior implica que g(n) = n+ g(n —1). Aplicando
repetidas veces la igualdad anterior, deducimos que

9(2022) = 2022 + ¢(2021)
= (2022 + 2021) + ¢(2020)
= (2022 4 2021 + 2020) + ¢(2019)

2022 - 2023
= (202242021 + -+ + 1) +9(0) = =5 + 1= 10112023 + 1.

Por lo tanto, f(2023)/f(2022) = ¢(2022) = 1011 - 2023 + 1 = 2045254.

Problema 2. Encuentre todos los pares ordenados de enteros positivos (r, s) para los que haya
exactamente 35 pares ordenados de enteros positivos (a, b) tales que el minimo multiplo comun de
ay bsea?2 -3°

Solucién. Empezamos encontrando la cantidad de pares ordenados de enteros positivos (a,b)
para los que su minimo miltiplo comin es 2" - 3°. Tenemos que a, b son divisores de 2" - 3°, por
lo que a = 27/ -3F y b = 2™ . 3" para ciertos j,k,m,n. Dado que 2" - 3° es el minimo multiplo
comin, entonces debemos tener que max{j,m} = r y max{k,n} = s. Por lo tanto, los posibles
pares ordenados (7, m) son

{0,7),(L,r),....(r—=1,7),(r,r), (r,r = 1),...,(r,1),(r,0)},
lo cual da un total de 2r + 1 posibles parejas. De la misma manera, los posibles pares ordenados

(k,n) son
{(0,8),(1,5),...,(s—1,5),(s,8),(s,s —1),...,(s,1),(s,0)},

lo cual da un total de 2s+4 1 posibles parejas. Con esto concluimos que el total de pares ordenados
(a,b) que cumplen las condiciones del problema son (2r 4+ 1)(2s + 1).

Finalmente, como (2r +1)(2s+1) =35=5-7y r,s > 0, entonces que {2r +1,2s + 1} = {5, 7},
lo que implica {r, s} = {2,3}. Esto nos da dos pares ordenados para (r,s): (2,3) y (3,2).



Problema 3. Sea ABCD... KLMN un poligono regular de 14 lados. Demuestre que las
diagonales AFE, BG y CK concurren.

Solucién. Como el poligono es regular, entonces existe un circulo que pasa por todos los puntos.
Usaremos este hecho para calcular algunos angulos en el dibujo; mas precisamente, usaremos que
si Y y Z son vértices vecinos, entonces para cualquier otro vértice X se cumple que /Y XZ =
/14 = .

C
A B

Consideramos el tridngulo ACG y observamos que ZCAE = /GAE = 2a. De igual forma,
notamos que ZACK = /GCK =4ay ZAGB = ZCGB = «. Esto implica que AE, GB y CK
son las bisectrices del triangulo ACG y por lo tanto son concurrentes.

Problema 4. Un profesor quiere que sus N estudiantes se conozcan, por lo que realiza diversos
clubes de tres personas, de forma que cada estudiante puede participar en varios clubes. Los clubes
son formados de manera que si A y B son dos personas, entonces existe un tnico club tal que A y
B sean dos de sus tres integrantes.

1. Demuestre que no hay manera que el profesor forme los clubes si N = 11.

2. Muestre que el profesor si puede hacerlo si N = 9.

Solucién. Observamos que si N = 11, entonces hay (11 -10)/2 = 55 parejas de estudiantes.
Dado que hay tres parejas por club, deducimos que si fuera posible formar los clubes, entonces el
numero de parejas serfa un miltiplo de 3. Como 55 no es divisible por 3, concluimos que no es
posible formar los clubes.

Ahora si hay N = 9 estudiantes, los podemos enumerar de 1 a 9, y realizar los clubes de la
forma: {1,2,3}, {1,4,5}, {1,6,7}, {1,8,9}, {2,4,6}, {2,5,9}, {2,7,8}, {3,4,8}, {3,5,7}, {3,6,9},
{4,7,9} vy {5,6,8}.

Comentario: Encontrar el ejemplo no es sencillo, este es tinico bajo permutaciones y se puede

obtener razonando como al completar un Sudoku:. Cada ntimero debe estar en 4 clubes, asi que
podemos suponer que los clubes que tienen al 1 son {1,2,3},{1,4,5},{1,6,7},{1,8,9}.



Luego el 2 y el 3 no pueden volver a estar juntos, y el 4 debe estar en un club con estos. Por
simetria podemos suponer que tenemos el club {2,4,6}. Si {3,4,x} es un club, entonces = no
puede ser 7, pues en caso contrario el club restante del 4 seria {4, 8,9}, que repitiria la pareja 8 y
9. Por lo tanto, x es 8 0 9; podemos suponer que x es 8. De esta forma, los dos nuevos clubes del 4
son {3,4,8} y {4,7,9}. Consideramos ahora los clubes {2,7,2} v {3,7,y} donde {x,y} = {5, 8}.
Para no repetir la pareja 3 y 8, entonces z = 8 y y = 5, con lo que obtenemos los clubes {2,7,8}
y {3,5,7}. De esta forma, 2 y 3 solo pueden estar en un club mas, {2,5,9} y {3,6,9}, quedando
por tultimo el club {5, 6, 8}.

Problema 5. Sea t un ntmero real positivo tal que t* +¢~* = 2023. Exprese el valor de t3 4¢3
en la forma av/b, donde a vy b son enteros positivos.

Solucién 1. Empezamos observando que
(> 4+ 172 =" 4+ 2+ 171 = 2023 + 2 = 2025 = 45%,
por lo que 2 +t~2 = 45. De la misma manera,
(t+t ) = +24+t7=45+2 =147,
por lo que t +¢t~! = \/47. Adicionalmente, podemos ver que
t+t P = +3t+ 3t +t P =+ )+ 30+,
con lo cual concluimos que

£ 4173 = (VAT)® — 3V/4T = 44//47.

Solucién 2. Sea s =t -+t > 0. Tenemos que
SP=t2 42+t S =343+t st=tt A6+ A

lo cual implica que
P4t2=52-2 B4+t 3=35—3s

ettt =t 4P+t —6=5"—4(s* —2) -6 = 5" — 45> + 2.
Por lo tanto, deducimos que
st — 45?2 =2023 <= s* — 45% — 2021 = 0 <= (s* — 47)(s* +43) = 0.
Como s? > 0, lo anterior implica que s?> = 47, con lo cual s = 1/47. Con esto concluimos que

£ 4173 = (VAT)® — 3V/4T = 44/47.



Solucién 3. De la ecuacion original obtenemos que t® — 2023t* 4+ 1 = 0, con lo cual

o 2023 + /20232 — 4 2023 + /2021 - 2025
a 2 a 2 '

Multiplicando el numerador y el denominador por 2 obtenemos que

i 4046 £ 2v/2025 - 2021 2025 + 21/2025 - 2021 + 2021 <\/2025 + \/2021)2
N 4 N 4 N 2 ‘

Esto implica que

2 V2025 £ /2021 45 £ v2021
B 2 B 2 '
Factorizamos 2021 = 47 - 43 y multiplicando el numerador y el denominador por 2 obtenemos que

o 45 +1/2021 90+ 4743  AT+£2V47 43 +43 (\/47i \/43)2
- 2 N 4 N 4 - 2 ’

por lo que

. VAT /43
i T—
Con esto deducimos que

- 2 IEVE

N RN 2

Con esto concluimos que

1 1 1 1
1% = g+ b)? + (a—b)%) = §(2a3 + 6ab®) = Za(cﬁ +3b?) = ST +3 A3)VAT = 44V/47.

Problema 6. Dado un entero positivo N, defina u(N) como el niimero que se obtiene al mover
el ultimo digito (el de las unidades) como primer digito; por ejemplo, u(2023) = 3202.

1. Encuentre un entero positivo N de 6 digitos tal que
u(N) 23
N 35

2. Demuestre que no existe ningtin entero positivo N con menos de 6 digitos tal que

u(N) 23
N 35




Solucién. Suponga que N tiene n digitos. Sea N = pq = 10p + ¢, donde p denota los primeros
n — 1 digitos y ¢ es el tltimo digito, de forma que u(N) = gp = 10" !¢ + p. De esta manera
obtenemos que
N 23
U(N ) =3 <= 35(10" g+ p) = 23(10p + q) <= (35 - 10" * — 23)q = 195p.

Podemos factorizar 195 = 3-5-13. Como 5 divide al lado izquierdo y no divide a 35 - 10" — 23,
entonces 5 divide a ¢, por lo que ¢ € {0,5}. Sin embargo, si ¢ = 0, entonces p = 0, lo cual no es
posible. Por lo tanto, ¢ = 5 y asi obtenemos que

35.10"1 — 23
. 3.13

Note que si n = 6, entonces

3499977 1166659
- 3-13 13

= 89743,

el cual tiene en efecto 5 digitos. Es decir, N = 897435 es el tinico ntimero de 6 digitos que cumple
la relacion u(N)/N = 23/35.

Finalmente, vamos a demostrar que no existe un nimero que cumpla u(N)/N = 23/35 y que tenga
menos de 6 digitos. Si esto sucediera, entonces 35- 10" — 23 serfa divisible por 13. Considerando
los residuos al dividirse entre 13, obtenemos que 35 - 10"~! — 23 es divisible entre 13 si y solo si
—4 - 10" ! 4 3 es divisible entre 13. Al multiplicar por 3 esta tltima expresiéon obtenemos que
esto es equivalente a que 10"~ + 9 sea divisible por 13, o bien que 10"~ — 4 sea divisible por 13.
Podemos calcular los residuos de las potencias de 10 al dividirse por 13:

100t =1, 102t=-3, 103'=—-4, 10*t=-1, 10°!'=3.

Por lo tanto, vemos que no existe 1 < n < 5 tal que 13 divida a 10"~! — 4, lo cual implica que no
existe tal n de forma que 13 divida a 35 - 10"~! — 23, que era lo que queriamos probar.



