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Estimado estudiante:

La Comision de las Olimpiadas Costarricenses de Matema- | Puede consultar la lista de estudian-
ticas 2024 le saluda y le da la més cordial bienvenida a la I |tes clasificados en la siguiente direc-
FEliminatoria Nacional de estas justas académicas, le desea- |¢ign electronica:

mos los mayores éxitos.
La prueba consta de un total de 20 preguntas de seleccién www.olcoma.ac.cr
tnica.

INDICACIONES GENERALES

e Debe trabajar en forma individual.

e Las respuestas a las preguntas que se le formulan, deben ser consignadas UNICAMENTE en la hoja
de respuestas que se le ha entregado.

e Los dibujos que aparecen en la prueba no necesariamente estan hechos a escala.

e El formulario de preguntas es suyo, por lo que puede realizar en él todas las anotaciones, calculos o
dibujos que le sean necesarios para resolver satisfactoriamente la prueba.

e No se permite el uso de hojas adicionales.

e Los Gnicos instrumentos cuyo uso se permite son los necesarios para escribir y dibujar. Se prohibe
el uso de libros, libretas de notas, tablas y calculadora.

e EKl examen tiene una duraciéon maxima de tres horas.

e KEscriba claramente los datos que se le solicitan en la hoja de respuestas.

SIMBOLOGIA
AB segmento de extremos A yB LABC = /DEF  congruencia de dngulos
AB medida de AB ANAABC =2 ADFEF congruencia de tridngulos
zﬁ rayo de extremo A y que contiene a B ABC + DEF correspondencia de puntos
z@ recta que contiene los puntos A y B ANABC ~ ADEF  semejanza de triangulos
/ABC angulo de rayos BA y BC AB=CD congruencia de segmentos
m/ABC medida de ZABC AB arco de extremos Ay B
ANABC triangulo de vértices A, B, C mAB medida de AB
OABCD cuadrilatero de vértices A, B, C, D (ABC) adrea de AABC
I paralelismo (ABCD) area de ABCD
1 perpendicularidad P-Q—-R P, @, R puntos colineales,

con () entre Py R.
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a .
se obtiene
c—b

1. Si7a—b=0y 5b — ¢ =0, al simplificar la expresion

Opcioén correcta: (b)

Solucion:

Como 7a —b =07y 5b— ¢ =0 se tiene que 7Ta = b y 5b = ¢ entonces
b—a Ta—a 6a_ 3a _ 3a 3

c—b 5b—b 4b 2b 2(Ta) 14




I Eliminatoria 2024 - Soluciones IT Nivel

2. Considere la siguiente figura en la que £1||fs:

Si el angulo x mide 45°, ;cudl es la medida del angulo 87

(a) 30°
(b) 35°
(c) 70°
(d) 75°

Opcioén correcta: (b)

Solucién:

El d4ngulo 5 es opuesto por el vértice con el angulo contiguo a x. Ambos angulos forman un
angulo correspondiente entre paralelas con el &ngulo que esta junto al angulo de 100°, que por ser
suplementario, mide 80°. Como los dngulos correspondientes son congruentes, entonces m/f =
35°.
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3. Considere el conjunto de los numeros enteros del 1 al 15. La menor cantidad de nimeros que es
suficiente escoger de esta lista, de forma que cualquier ntimero del 1 al 15 se puede escribir como
la suma de algunos de los ntimeros escogidos, sin repeticién, o es uno de los nliimeros escogidos,
es

(a
(b
(c

) 4
) 5.
) 6.
() 7

Opcion correcta: (a)

Solucion: Claramente el 1 y el 2 deben pertenecer al conjunto, porque no es posible escribirlos
como suma de otros elementos. Por otro lado, 3 = 1 + 2, de forma que el 3 ya no es necesario.
Luego, hay que agregar el 4. Al agregar el 4 se obtiene 4,4+ 1=5,44+2=6y4+2+1=T7.
Luego, hay que agregar el 8. Finalmente, al agregar el 8 se agrega 8, 8 +1 =9, 8 + 2 = 10,
84+2+1=11,844=12,84+4+1=13,84+44+2=14y8+4+24+1=15. Por lo que la
minima cantidad es 4.
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2024

4. Si a € N, considere el nimero z = a?°* 4+ q y analice las siguientes proposiciones:

1. Si a es impar, entonces = es impar.

II. x es par independientemente del valor de a.
;Cudles de las proposiciones son verdaderas?

a) Unicamente la T.

(a)
(b)
(c) Ambas.
(d) Ninguna.

Unicamente la TT.

Opciodn correcta: (b)

Solucién: Se tiene que a?9% + 2924 = ¢2023(1 +a). Si a es par, entonces 1+ a es impar. De igual
manera, si a es impar, entonces 1 + a es par, de ah{ que el nimero x es par independientemente
de cudl sea el valor de a.
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5. Sea abcd un ntmero de 4 digitos con a # 0 que satisface que al dividirlo entre 12, el residuo es 8
y el cociente es un numero de dos digitos xy donde y = 1, y = # 0. Entonces, se puede asegurar
que el valor de a + b+ c+d es:

(a) 2
(b) 4
(c) 11
(d) 13

Opcion correcta: (a)

Solucién: Observamos que 12x814-8 = 980. Por lo tanto, si x < 8, entonces abcd es menor on igual
que 980, que no es un nimero de 4 digitos. Concluimos que la tnica posibilidad para x es tener el
valor de x = 9. Es decir abed = 12 x 91 4+ 8 = 1100. Por lo tanto a+b+c+d=1+14+0+0= 2.
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6. Sea p un ndmero primo tal que p + 15 también es un nuimero primo. Entonces el nimero de
divisores positivos de p 4 16 es igual a

(a) 3
(b) 6
(c) 12
(d) 18

Opcion correcta: (b)

Solucion: Observe que si p es impar, entonces p + 15 es par, y no puede ser un nimero primo.
Por lo tanto p tiene que ser par, y entonces p = 2. Se concluye que p 4+ 16 = 18 = 32 . 2. Este
namero tiene 6 divisores positivos, que son: {1,2,3,6,9, 18}.
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7. El ntmero real positivo x satisface la ecuacion 4|6 + \/6 + \/6 +1/6 4+ /6 + x =3.

Entonces se puede asegurar que:

(a) x4+ 1 no es un namero entero.
(b) z + 1 es entero divisible por 3.
)

)

(c

(d) =+ 1 es entero divisible por 7.

x + 1 es entero divisible por 5.

Opcidn correcta: (c)

Soluciéon: Esta ecuacion la podemos resolver elevando al cuadrado a ambos lados para obtener:

6+\6+\/6+\/6+\/6+\/§:9
:>\6+\/6+\/6+\/6+\/5:3.

Repitiendo el mismo anélisis cuatro veces concluimos que

V=3

=x=0.

Por lo tanto x + 1 = 10 que es entero y divisible por 5.
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8. Si 2a — 2b = 64, con a,b € Z, entonces el valor numérico de (a + b)? — 4ab corresponde a:

Opcidn correcta: (c)

Solucién:

Como 24 —2b=64 = a—b=32.

Luego (a + b)? — 4ab = a® + 2ab + b* — 4ab = a® — 2ab + b* = (a — b).
Entonces (a + b)? — 4ab = (a — b)? = (32)% = 1024.

10
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9. Si m y n son dos nimeros reales diferentes, entonces ;cudl de las siguientes relaciones sucede con
certeza?

Opcion correcta: (b)

2

Solucion: Sabemos que (m — n)° > 0, dado que el cuadrado de un nimero real es positivo.

Entonces
(m—-n)2>0

=m2—2mn+n?>0
= m2+n2>2mn.

11
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10. Sean x y y ntmeros reales tales que x + 3y = 3(x —y). Entonces el valor numérico de la expresion
31:4 o 2$2y2 + y4

es

Opcién correcta: (c)

Solucién: Observe que
3:+3y:3(x—y):>3:—|—3y:3x—3y:>6y:2x:>3y:w:>£:3.
Yy

Por otro lado, se tiene que

3zt — 22%y% 4+ 2 3zt 222y ot
3 = 3 CR—
ry ry ry zry
3
Yy y
3
_ 3(96) %L Y
Yy y x
1
= 3.3-2.-3+=
+3
1
= 81—6+-
+3
226
3

12
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11. En la figura se muestra un cuadrado JABCD de 6 cm de lado y dos circunferencias con centros

AC
en los puntos B y D respectivamente. Ademas, el radio de ambas es -

. Cudl es, el area de la region sombreada?

(a) 36 — 97 cm?
(b) 36 — 187 cm?
(c) 187 cm?

(d) 36 — 3 cm?

Opcion correcta: (a)

Solucién:

Por el Teorema de Pitagoras, la diagonal del cuadrado mide 6v/2 cm, es decir, el radio de los dos
arcos mide 3v/2. Como el area del cuadrado es de 36 cm?, entonces el area sombreada es 36 — 97

CHI2 .

13
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12. Sea S el conjunto de los cuadrados perfectos entre 201 y 1000. ; Cual es la probabilidad de extraer
de S un ntmero tal que la suma de sus digitos sea un niimero primo?

4
17
7
17
6
17
8
19

Opcioén correcta: (b)

Solucién:

Los nimeros cuadrados perfectos entre 201 y 1000 corresponden:

225 256 289 324 361 400 441 484 529
576 625 676 729 T84 841 900 961

De estos los que sus digitos suman un ntimero primo son:

256  2+45+6=13
289  24+8+9=19
625 6+2+5=13
676 6+7+6=19
784  7+8+4=19
841 8+4+1=13
961 9+6+1=16

Como son 17 niimeros cuadrados perfectos entre 201 y 1000, ademés hay 7 niimeros que al sumar
sus digitos se obtiene un nimero primo, la probabilidad que sea cuadrado perfecto y que la suma

de sus diigitos de como resultado un ntimero primo corresponde —.

14

17
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13. Angie realiz6 una campana de reforestacién con sus amigos. Se reforestaron 5 hectareas de terreno
con arboles de manzana, higuerén y cedro rojo. Por cada 5 arboles de manzana se plantaron 2
de cedro rojo y por cada arbol de higuerén se plantaron 10 de manzana. Si se plantaron 2025
arboles durante la campana, entonces la cantidad de cedros rojos sembrados corresponde a:

(a) 135
(b) 310
(c) 540
(d) 1350

Opcion correcta: (c)

Solucién: Cuando se siembran 10 arboles de manzana se habran sembrado 4 de cedro rojo y 1
de higuerén. Asi, en cada ronda se siembran 15 arboles. Ahora bien, se tiene que 2025 = 15 - 135
por lo cual tenemos que se sembré un grupo de 15 arboles en 135 ocasiones. En cada grupo de
15 arboles hay 4 de cedro rojo, por lo que se sembraron 4 - 135 = 540 arboles de este tipo.

15
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14. Si sumamos todos los niimeros positivos pares multiplos de tres menores que 405 el resultado
serd un numero cuya cifra de las unidades corresponde a

(a) 2
(b) 4
(c) 6
(d) 8

Opcion correcta: (d)

Solucién: Los nameros pares miiltiplos de tres debe ser multiplos de 6, ademas como 405 = 67-6+3
el ultimo multiplo de 6 menor que 405 es 402, es decir debemos sumar 6 + 12 4+ 18 + 24 4 30 +
36 +42 + 48 + 54 4+ 60 + - - - + 396 + 402. Note que los digitos de las unidades siguen un patrén
6 —2—8—4 —0 lo que significa que si sumamos en grupos de 5 los resultados de cada grupo
terminan en 0, excepto el tltimo grupo que solo tiene dos ntimeros (las suma termina en 8).

(6 + 12 + 18 + 24 + 30) + (36 4 42 + 48 + 54 + 60) + - - - + (396 + 402).

Por lo tanto, las suma total termina en 8.

16
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15. En la figura adjunta, AC = BC, AE = GE, AG || EF, BC | DE.

Con certeza se puede concluir que

/CAB = /GEF
/ACB = /AEG

Opcion correcta: (c)

Solucién:

Dado que AC = BC, entonces ZCAB = /CBA. Ademés, como AE = EG, entonces ZGAE =
Z/AGE. Luego, como AG || EF, entonces ZAGE = /GEF. Asi, se tiene que /GAE = /GEF.

Luego, como AG || EF y BC || DE, entonces Z/CBA = /FED, y asi se tiene que ZCAB =
ZFED.

De lo anterior se concluye que ZCAE =2 /GED.

17
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16. Los ntimeros desde el 1 hasta el 2024 se escriben consecutivamente en una lista. En una primer
proceso se borran el primer namero escrito, el tercero, el quinto y asi sucesivamente hasta comple-
tar la lista. En un segundo proceso se aplica el mismo procedimiento a los ntimeros que quedaron
anteriormente, borrando el primero de ellos, el tercero, el quinto y asi sucesivamente. Este proceso
se repite mientras queden numeros de la lista.; Cuantos nimeros quedan en el momento en que
se elimina el ntimero 20247

Opcion correcta: (d)

Solucién: En el primer proceso se eliminan todos los nimeros impares, ademas observe que se
eliminan los nimeros resultantes de multiplicar el primer nimero de la lista por cada una de las
posiciones. En este proceso resultan 1012 niimeros si tachar.

Posicion | 1, | 2, | 3, | 4, | ... | 2021 | 2022 [ 2023 | 2024
Namero | 1, | 2, | 3, | 4, | ... | 202T | 2022 | 2023 | 2024

Seguidamente tachamos los ntimeros en la posicién 1, 3, 5, sucesivamente.

Posicion | 1, | 2, | 3, | 4, | ... | 1009 | 1010 | 1011 | 1012
Ntmero | 2, | 4, | 6, | 8, | ... | 2018 | 2020 | 2622 | 2024

Observe que se eliminan los ntmeros resultantes de multiplicar el primer niimero de la lista por
cada una de las posiciones. En este proceso resultan 506 ntimeros sin tachar ya que la cantidad
de ntmeros era par.

Seguidamente tachamos los ntimeros en la posiciéon 1, 3, 5, sucesivamente.

Posicion | 1, ]2, |3, |4, |..|503 [504 |505 |506
Namero | 4, | 8, | 12, | 16, | ... | 2042 | 2016 | 2020 | 2024

Observe que se eliminan los nimeros resultantes de multiplicar el primer nimero de la lista por
cada una de las posiciones. En este proceso resultan 253 nimeros sin tachar ya que la cantidad
de ntmeros era par.

Seguidamente tachamos los nimeros en la posicién 1, 3, 5, sucesivamente.

Posicion | 1, | 2, |3, |4, | .. | 251 | 252 | 253
Ntmero | %, | 16, | 24, | 32, | ... | 2065 | 2016 | 2624

Observe que se eliminan los ntmeros resultantes de multiplicar el primer niimero de la lista por
cada una de las posiciones. En este proceso resultan 126 ntimeros sin tachar y este es el momento
en que el 2024 es eliminado.

18



I Eliminatoria 2024 - Soluciones IT Nivel

17. Un equipo femenino de futbol compra 4 uniformes, de diferente color, numerados del 0 al 10.
La entrenadora toma al azar 8 camisas y le pide a la portera que escoja la camisa que quiere
estrenar en el proximo partido. La portera coloca las camisas ofrecidas una sobre otra dejando
encima la que ella seleccioné. La asistente debe mandar a lavar las camisas, por lo que coloca
el resto de ellas, una sobre otra sin ningin orden sobre la camisa seleccionada por la portera,
seguidamente las empaca de la siguiente manera: las apila una a una, iniciando con la que esta
en la parte superior y cuenta del 7 al 0 en forma regresiva (7—6—-5—4—-3—-2—-1-0). Siel
namero de la camisa coincide con el ntmero que ella dijo se detiene y las empaca en una bolsa
transparente, si llega al 0 sin coincidir se detiene y las empaca en una bolsa opaca (no se ve muy
bien el contenido), continua de la siguiente manera y al final se puede observar:

[=
N
w

L=

(0]
(4]

Note que en la primera bolsa se detuvo en la camisa 2 Roja, luego en la 1 Azul, después en 0
Azul, en la cuarta bolsa no hubo coincidencia, en la quinta se detuvo en 5 Verde, luego 3 Negra
y finalmente 1 Roja. ;Cudl camisa seleccion6 la portera?

(a) 0 Azul
(b) 5 Verde
(¢) 3 Negra
(d) 1 Roja

Opcion correcta: (c)

Solucion: Segun la informaciéon del problema, inicialmente la camisa seleccionada por la portera
tendra 44 — 8 = 36 camisas encima, luego a la hora de empacarlas, tenemos:

a
b

bolsa 1 hay 6 camisas (ya que cuenta 7,6,5,4,3,2).

bolsa 2 hay 7 camisas (ya que cuenta 7,6,5,4,3,2,1).
ya que cuenta 7,6,5,4,3,2,1,0).

ya que cuenta 7,6,5,4,3,2,1,0).

¢) bolsa 3 hay 8 camisas

e) bolsa 5 hay 3 camisas (ya que cuenta 7,6,5).

o~ o~ o~ o~ o~ o~

)
)
)
d) bolsa 4 hay 8 camisas
)
)

f

bolsa 6 hay 5 camisas (ya que cuenta 7,6,5,4,3).

Hasta este momento ha empacado : 6 + 7+ 8 +8 + 3 + 5 = 37 es decir la camisa seleccionada,
es la que apreciamos en la bolsa 6, la negra con el ntimero 3.

19
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18. Se tienen 3 cajas, dos de ellas con bolitas de igual peso y forma pero de distintos colores y una
tercera caja vacia. La caja 1 tiene exactamente 7 bolitas verdes y la caja 2 tiene exactamente 12
bolitas verdes. La probabilidad de sacar al azar una bolita verde es la misma tanto para la caja
1 como para la 2. Se juntan todas las bolitas de la caja 1 y la caja 2 en la caja 3 (que estaba
vacia) y ahora la caja 3 tiene entre 270 y 300 bolitas de colores. La probabilidad de tomar una
bolita verde al azar de la caja 3 corresponde a:

~—

e

S’
= = = W
cn"_‘w"_‘

Opcioén correcta: (d)

Solucién: Sea x el total de bolitas en la caja 1, y y el total de bolitas en la caja 2, entonces
7T 12

— = —, por lo que se tiene que 7y = 12z, es decir la cantidad de bolitas de la caja 1 es miltiplo
x

de 7 y la cantidad total de bolitas en la caja 2 es multiplo de 12. Si se tuvieran 7 bolitas totales
en una caja 1y 12 en la otra se tendrfa una probabilidad de 1 en ambas. Si se tuvieran 14 bolitas

1
totales en una caja y 24 en la otra se tendrfa una probabilidad de 3 en ambas. Si se tuvieran 21

1
bolitas totales en una caja y 36 en la otra se tendria una probabilidad de - en ambas. En todos

los casos se puede ver que la caja 3 tendria en total un maltiplo de 19 bolitas. Asi buscamos un
multiplo de 19 que esté entre 270 y 300, este es 19 - 15 = 285. Asi se tienen en total 285 bolitas

1
en la caja 3 de las cuales 19 son verdes. Asi la probabilidad buscada en TS

20



I Eliminatoria 2024 - Soluciones IT Nivel

19. En la figura se muestra un semicirculo grande, dos semicirculos de radios iguales y un circulo
tangente a los tres semicirculos.

La proporcién entre el drea sombreada y el drea del semicirculo grande es igual a

Opciodn correcta: (d)

Solucion: Sea A el centro del semicirculo grande, B el centro de uno de los semicirculos pequenos
y C' el centro del circulo tangente a los tres.

Sea R el radio del semicirculo grande, de forma que los dos semicirculos pequenios sean de radio
R/2, y sea r el radio del circulo tangente a los tres. El punto de tangencia de los circulos es

colineal con los dos centros, por lo que BC = R/2+r y AC = R — r. Usando el teorema de
Pitagoras en en AABC deducimos que

R\? R\ R R?
<§> —|—(R—r)2 = (54-7") == T+R2—2Rr+r2= T+Rr+r2 — R? = 3Rr,
con lo cual concluimos que 7 = R/3. De esta forma el drea sombreada es igual a
.. 1 (R (B > 137R?
. —71' —_— ﬂ' _— =
2 \2 3 36 7

y por lo tanto la proporcién correspondiente es

137R*/36 _ 13
TR2/2 18

21
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BD
20. En la siguiente figura AB = AD =5, BC' =9y AC = 7. Determine Do

A

@\U%\OT@‘)—*\HU!
Ne)

Opcion correcta: (b)

Solucién:

Se construye la altura desde A hacia el lado BC siendo esta altura de ambos triangulos. Aplicando

el Teorema de Pitagoras:
2 +ht=25 y (z+y)? 4+ h? =49
Desarrollamos la segunda ecuacion:
22 + 22y + y? + h? =49 (Sustituimos 22 + h? = 25 en esta ecuacién ) 254 2zy + y? = 49
2ry 4+ y? =24

y (2x +y) =24 ( Observe que 2x+y =9 )
9.-y=24

22
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24
V=7
8
Y73
Se concluye que 2x =9 — 3
19
19 BD 19

T=—"

BD _ 6
6 "DC 8 16
3

23



