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Estimada persona estudiante concursante:

La Comisién de la Olimpiada Costarricense de Matematicas
2024 le saluda y le da la méas cordial bienvenida a la IT Eli-
minatoria Nacional de estas justas académicas, le deseamos
los mayores éxitos.

La prueba consta de dos partes: una primera parte de 12 pre-
guntas de seleccién tnica, ponderadas con dos puntos cada
respuesta correcta, y una segunda parte con dos preguntas
de desarrollo, con un valor de siete puntos cada solucién co-
rrecta.

Puede consultar la lista de estudian-
tes clagificados en la siguiente direc-
cion electroénica:

www.olcoma.ac.cr

INDICACIONES GENERALES

e Debe trabajar en forma individual.

e Las respuestas a las preguntas que se le formulan, deben ser consignadas UNICAMENTE en las
hojas de respuestas que se le han entregado.

e Los dibujos que aparecen en la prueba no necesariamente estidn hechos a escala.

e El formulario de preguntas es suyo, por lo que puede realizar en él todas las anotaciones, calculos o
dibujos que le sean necesarios para resolver satisfactoriamente la prueba.

e No se permite el uso de hojas adicionales.

e Los tnicos instrumentos cuyo uso se permite son los necesarios para escribir y dibujar. Se prohibe
el uso de libros, libretas de notas, tablas y calculadora.

e FEl examen tiene una duraciéon maxima de tres horas.

e FEscriba claramente los datos que se le solicitan en la hoja de respuestas.

SIMBOLOGIA
AB segmento de extremos A yB /ZABC = /DFEF  congruencia de angulos
AB medida de AB AABC = ADEF  congruencia de tridngulos
ﬁ rayo de extremo A y que contiene a B ABC < DEF correspondencia de puntos
f@ recta que contiene los puntos Ay B ANABC ~ ADEF semejanza de tridngulos
LABC angulo de rayos B—1>4 y B? AB=CD congruencia de segmentos
m/ABC medida de ZABC AB arco de extremos Ay B
AABC  triangulo de vértices A, B, C mAB medida de AB
OABCD  cuadrilatero de vértices A, B, C, D (ABC) area de AABC
I paralelismo (ABCD) area de JABCD
L perpendicularidad P-Q—-R P, @, R puntos colineales,

con @ entre Py R.
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I Parte: Selecciéon tnica. Valor: 24 puntos, 2 puntos cada pregunta

Las respuestas a estas preguntas deben registrarse en la hoja de respuestas de seleccién tinica que se
le ha entregado.

1. La suma de cuatro niimeros enteros positivos pares es igual a 2028. El valor que se obtiene al
sumar todos los digitos de los cuatros ntimeros corresponde a

Opcidn correcta: (b)

Solucién: De acuerdo con la informacion del problema se obtiene la siguiente ecuacion: 2n +
2n + 24+ 2n 4+ 4 + 2n + 6 = 2028. Luego se obtiene que n = 252. Por lo anterior, los cuatro
numeros pares consecutivos son: 504, 506, 508 y 510. La suma de los digitos de todos los nimeros
es4-5+44+64+8+1=239.
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2. Se define la expresion (AQOB) = A — B, entonces el valor de [(501)0(302)] es igual a

(a
(b
(c

) 2
) 3
) 4
(d) 6

Opciodn correcta: (b)

Soluciéon: Dado que (AVB) = A — B entonces
501=5—-1=4

302=3-2=1

(BVN)V(3V2) =401 =4 — 1 = 3.
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3. Considere el cuadrado ABCD con 4rea de 81 cm?. Se sabe que AE = FC, EF 1 BC y
EG=HF =1 cm.

;,Cudl es la suma de las areas de AEGO y AOHEF?

A B
0 H
E F
G
D C
(a) 9 cm?
(b) %cm2
(c) g cm?
(d) % cm?

Opcidn correcta: (c)

Solucién: Como el drea del cuadrado es 81 cm? entonces sus lados miden 9 cm. Luego como, los
segmentos se intersecan en el centro entonces las alturas de los tridngulos que forma angulo recto
con los lados del cuadrado miden 4.5 cm y la base es lem por lo que cada tridngulo tiene area
2.25 cm?, asi la suma de cada area da 4.5 cm?.
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4. Se tiene un numero n de tres cifras. A partir de n se crea un nimero k£ que cumple con las
siguientes caracteristicas:

a) El digito de las decenas de k es el doble del digito de las decenas de n.
b) El digito de las unidades de k es el triple del digito de las unidades de n.

¢) Tanto n como k tienen el mismo cociente al ser divididos por 100.
El mayor namero que puede ser n corresponde a:

(a) 923
(b) 943
(c) 989
(d) 999

Opcioén correcta: (b)

Solucién: De la tercera caracteristica sabemos que ambos ntmeros tienen la misma cifra de las
centenas. Y como buscamos que el ntimero n sea el mas grande posible es necesario que el digito
de las centenas de n sea 9.

De la caracteristica 1 sabemos que las decenas de k deben ser el doble de las de n por lo que el
maximo valor para las centenas de n es 4, pues si colocamos maés de 4 centenas al multiplicar por
2 tendremos un numero mayor a 9 lo que no puede representar un digito.

Finalmente, de la segunda caracteristica tenemos que n tiene que tener como méximo un 3 en
las unidades para que k tenga un 9, pues de lo contrario las unidades de k serian méas de 10.

Por tanto n = 943.
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5. Fernando, el vendedor de huevos del mercado, tiene a su disposicién una cantidad de huevos
mayor que 99. Al preguntarle cuantos huevos tenia, contest6 que si forma grupos de 11 huevos
sobran 5, pero si forma grupos de 7 sobran 3. ;Cudl es el menor nimero de huevos que podia
tener Fernando para la venta?

(a) 115
(b) 123
(c) 154
(d) 302

Opcion correcta: (a)

Solucién: Tenemos que la cantidad n de huevos que Fernando tiene cumple:

n=11la+5 y n=7b+3,
donde a >8 y b > 13, puesto que la cantidad de huevos n es un niimeros de més de dos
cifras. La siguiente tabla muestra para que valores de a y b las expresiones son iguales.

1la+5 7b+3
a=29 11-945=104 | 7-144+3=101 | para b= 14
a=10|11-10+5=115| 7-154+3 =108 | para b= 15
7-16 +3 =115 | para b= 16

La igualdad se cumple cuando a =10 y b = 16 esto implica que
n=7-164 3 = 115 esta es la menor cantidad de huevo que Fernando tiene.
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6. En la figura adjunta se tiene el JABCD tales que AB = AD, ZBAD es recto, AB || CDy EC
4
biseca al Z/BCD. Ademas, m/DCB = gméBDC.

Segiin la informacién anterior, la mZCEB corresponde a

30°
45°

(a)
(b)
()
(d) 105°

Opcion correcta: (c)

Solucion: Se tiene que AB = AD, entonces el tridngulo ABD es isosceles, ademés, mZ/BAD =
90°, entonces mZ/ADB = m/ABD, por el Teorema de la suma de las medidas de los angulos
internos de un tridngulo se concluye que mZADB = m/ZABD = 45°. Observe que mZADC =

4
90°, por angulos complementarios se tiene que mZBDC = 45°. Como la m/DCB = gmABDC,
entonces mZDCB = 60°.
Por otro lado, se tiene que EC biseca al ZBCD, entonces m/DCE = m/BCE = 30°. por el
Teorema de la suma de las medidas de los dngulos internos de un tridngulo se tiene mZEDC +

mZDCE + m/ZCED = 180° = m/ZCED = 105°. Por angulos suplementarios se tiene que
m/CEB = T5°,
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7. i Cuantos nimeros positivos menores que 999 son divisibles por 2, 5 y 9 simultdneamente?

(a) 12
(b) 11
(c) 9
(d) 6

Opcion correcta: (b)

Solucion: El namero debe tener la forma ab0 con a,b € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}, a y b no ambos
nulos, pues debe ser divisible por 2 y 5. Ahora, para que se divisible por 9 la suma de sus digitos
debe ser divisible por 9. Entonces, se deben tener 9|(a + b), asi los pares que cumplen esto son
(9,0),(0,9),(8,1),(1,8),(7,2), (2,7),(6,3),(3,6),(5,4),(4,5),(9,9). Contando se tienen 11 pares y
por lo tanto 11 niimeros con las condiciones solicitadas.
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8. Sea z = (v — 1)!% donde x es un nimero entero que esta entre 1y 11 inclusive. Considere las
siguientes proposiciones:

I. La menor cantidad de digitos que puede tener z es 1.
IT. La mayor cantidad de digitos que puede tener z es 100.

ITI. z siempre es un nlimero positivo.
Entonces

a) Las proposiciones I y II son verdaderas.

(c

(d) Unicamente la proposiciéon I es verdadera.

(a)

(b) La proposiciones I y III son verdaderas.
) Las proposiciones II y III son verdaderas.
)

Opcioén correcta: (d)

Solucion: Si x = 1, se tiene que z = 0, por lo que z estd compuesto por un solo digito. Con esto
se concluye que la I es verdadera y la III falsa. Por otra parte, si = 11 entonces z = 10'%, es
decir, z tiene 101 digitos, con lo que la segunda proposicién también es falsa.

10
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9. Se tiene dos niimeros enteros a y b que cumplen las siguientes igualdades:

la - b =72
a=b+ 17

Entonces el valor de |a + b| corresponde a

a

(a) 1
(b) 6
)
)

—

4
7

(c
(d

—

Opcidn correcta: (a)

Solucién: la primera igualdad nos habla de dos enteros que multiplicados dan 72. La segunda
igualdad nos deja ver que a es 17 unidades mayor que b. Los valores que multiplicados dan 72
son 72-1,36-2,24-3,18-4,12-6,9-8. Al estar el producto en valor absoluto también se deben
considerar las combinaciones de un factor negativo, o ambos. De a = b+ 17 se observa que a y
b son de diferente paridad, si b es par, entonces a es impar, si b es impar, entonces a es par. Por
tanto se descartan las combinaciones en las que ambos factores son pares, quedando solamente:
72-1,24-3,9-8. Ahora verificamos la condiciéon a = b+ 17 y descubrimos que si a y b son ambos
positivos o ambos negativos la condicién no se cumple. Si se prueba que con un factor positivo y
otro negativo se tiene que sia =8 =b= -9y sia=9 = b= —8. En ambos casos |a +b| = 1.

11
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10. En la figura adjunta, el AABC es equilateroy AD = DFE. Si se tiene que: nZFEAC = m/CAF =
mZFAD, entonce la mZEF A corresponde a

(a) 100°
(b) 105°
(c) 110°
(d) 115°

Opcién correcta: (c)

Solucién: Sea © = mLFEAC = m/ZCAF =m/FAD, y=m/AFC. Como el AADFE es isosceles
entonces mZAED = 3x. Por otra parte como mZACB = 60° entonces mZACE = 120°.
Considerando el AACE se tiene que x + 3z + 120° = 180° y se tiene que z = 15°. Considerando
el AAFC se tiene que 15° 4+ y + 60° = 180°, donde y = 105°.

12
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11. La edad promedio de un grupo de 14 estudiantes es de 21 anos, mientras que la edad promedio
de otro grupo de 16 estudiantes es 18 anos. Si ambos grupos se juntan en uno solo, jcudl es la
edad promedio de este nuevo grupo?

(a) 20 anos
(b) 19 anos
(c) 18.6 anos
(d) 19.4 anos

Opcidn correcta: (d)

Solucién: Dado que la edad promedio del grupo de 14 estudiantes es de 21 anos, entonces la suma
de las edades es 294 afnios. De la misma forma se obtiene que la suma de las edades del grupo de
16 estudiantes es 288 afos.

294 + 288
Luego, la edad promedio del nuevo grupo estd dado por ;_70 = 19.4 anos.

13
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12. En la figura el HABCD es un cuadrado cuya diagonal mide 18cm y el AEDC' es un triangulo
rectangulo isésceles. Si 3FG = EC entonces el area, en cm? del AFGA corresponde a

E ¢
F
G
D ¢ c
A oB

(a) 27
(b) 36
(c) 45
(d) 54

Opcion correcta: (d)

Solucién: Note que, si trazamos la diagonal AC, podemos observar que el mZDAC = 45° y como
el AEDC es isosceles entonces mZDFEC = 45°, por lo tanto el AACE es is6sceles y AC = EC.

. 6-18
También AC 1L EC. Luego FG = %EC =6,y el drea AFGA es = 54.

14
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IT Parte: Desarrollo. Valor: 14 puntos, 7 puntos cada pregunta

Los siguientes ejercicios deben ser resueltos en las hojas de respuestas para preguntas de desarrollo que
se le entregaron. Conteste en forma ordenada, completa y clara. Se califica procedimientos y respuesta.

1. Sobre una mesa se tienen 12 fichas. Sofia y Mariana juegan alternadamente a retirar fichas. La
primera en jugar puede retirar como minimo una ficha, pero no todas. Ademas, cada una de ellas
en su turno retira como minimo una ficha y como méximo el doble de fichas que la otra jugadora
retird en su turno anterior. Gana quien retira la dltima ficha. Suponga que Soffa es la primera
en jugar y retira 3 fichas. Compruebe que Mariana tiene una estrategia ganadora y describala.

Nota: una persona jugadora tiene una estrategia ganadora si puede asegurar que ganaré el juego
independientemente de lo que realice su adversario.

Solucion: Dado que Sofia inicia el juego y retira 3 fichas, entonces quedan 9. En este caso Mariana
puede retirar hasta un maximo de 6 fichas. Para asegurar su victoria, Mariana debe retirar 1 ficha,
quedando 8. En el siguiente turno, Sofia puede retirar 1 o 2 fichas.

= Si Soffa retira 2 fichas (quedan 6), entonces en el siguiente turno Mariana retira 1 ficha
(quedan 5). Si Sofia retira 2 fichas, quedan 3 y en el siguiente turno Mariana las toma (ya
que puede tomar un méaximo de 4) y gana. Si Sofia retira 1, quedan 4. En este caso Mariana
retira 1 y quedan 3. Pero note que independietemente que Soffa retire 1 o 2 fichas siempre
va a perder.

» Si Sofia retira 1 ficha (quedan 7), entonces Mariana retira 2 (quedan 5). Si Sofia retira 1 o0 2,
entonces seria idéntico al caso anterior. Si Soffa retira 3, quedan 2 y pierde, ya que Mariana
las toma en su siguiente turno. Si Soffa retira 4, queda 1 y evidentemente pierde.

De este modo, Mariana asegura el gane.

15
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2. En una pizarra estan escritos en orden todos los niimeros enteros positivos del 1 al 10000. Si se
borran todos los multiplos de 3 y después todos los multiplos de 13, de los ntimeros que quedan
sin borrar, ;cudal queda en la posicion 20247

Solucién:

Note que para los niimeros del 1 al 39, se tienen que borrar los ntimeros
3,6,9,12,13,5,18,21, 24, 26, 27, 30, 33, 36, 39

los cuales corresponden a los 15 miltiplos de 3 y 13, entonces del 1 al 39 quedan 24 ntimeros en
la lista. Ahora, note que

2024 =24 -84 48

Esto quiere decir que, para la llegar a la posicién 2024 se debe recorrer 24 ntmeros 84 veces y
avanzar 8 nimeros mas.

Entonces para el niimero de la posiciéon 2024 se tiene que recorrer 84 veces 39 nameros, es decir
39 -84 = 3276
pero hay que avanzar 8 niimeros mas que no sean multiplos de 3 ni de 13, entonces se tiene que

3277,3278, 3279, 3280, 3281, 3282, 3283, 3284, 3285, 3286, 3287
R R o
n n n

Por lo tanto el ntimero de la posiciéon 2024 es

3287
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